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OmUAGES DE M. Emile MATHIEU. 



Cours de Physique mathématique. lii-/| ; 1878 i5 fr. 

Cet Ouvrage peut être considéré comme le premier Volume d'un Traité de Physique 
mathématique. L*auteur y présente les méthodes d'intégration dans cette branche de la 
Science. Pour simphfier celte exposition, il apph'(|ue ces méthodes seulement à la Théorie 
de la chaleur et à l'xVcoustique; mais elles trouvent aussi bien leur emploi dans l'Électro- 
statique, le Magnétisme, TÉIectrodynamiquo et la Théorie do l'élasticité. 

Dynamique analytique, ln-4; 1878 i5 fr. 

Quand la seconde édition de la Mécanique analytique do Lagrange parut, au commen- 
cement do ce siècle, elle pouvait être regardée comme une œuvre accomplie; mais diffé- 
rents géomètres ont ensuite apporté sur cette matière des travaux importants : il était 
donc utile do fondre les résultats nouveaux avec les anciens. C'est ce que s'est proposé 
l'auteur dans cet Ouvrage, en laissant de côté la Statique, à laquelle il avait été peu 
ajouté. 
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Monsieur le Général, 

J'ai désiré vous dédier cet Ouvrage comme à celui de tous les savants 
qui m'a témoigné le plus d'estime pour mes recherches scientifiques. 
C'est pour moi une grande satisfaction que mes travaux aient occupé 
quelques instants des loisirs d'un homme qui, par la politique et par 
les armes, a contribué puissamment à l'unité et à la grandeur de 
l'Italie. Mais ce plaisir est aujourd'hui mêlé de quelque regret, c'est 
que ce Livre ne soit pas plus digne de vous être dédié. 

Votre tout respectueux serviteur, 

É. Mathieu. 



PRÉFACE. 



L'Ouvrage que j'ai publié précédemment sous le titre de 
Cours de Physu^ice rruithématique pouvait être considéré 
comme le premier Volume d'un Traité de Physique mathé- 
matique; le Livre actuel en forme le deuxième Volume. Le 
temps qui s'est écoulé entre les publications de ces deux 
Ouvrages a été assez long; mais je pense que les autres Vo- 
lumes paraîtront à des époques beaucoup plus rapprochées. 
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INTRODUCTION. 



Au commencement de ce siècle, on connaissait un certain nombre 
de phénomènes dus à la capillarité, mais on n'avait aucune théorie 
pour les calculer, ni même les expliquer. 

La plupart de ces phénomènes avaient été reconnus par Borelli et 
décrits par lui dans un Ouvrage publié en 1G70 {voir Poggexdorff, 
Geschichte der Physik). 

Dès cette époque, on savait l'inégale ascension des divers liquides 
dans un même tube capillaire plongé dans un vase qui les renferme, 
certains d'entre eux, comme le mercure, étant même déprimés. Suivant 
Borelli, l'ascension verticale d'un liquide dans un tube capillaire cir- 
culaire est en raison inverse du rayon du tube, et l'élévation du liquide 
entre deux lames parallèles est la même que dans un tube dont le 
rayon est égal à la distance des lames. Quand les liquides sont suscep- 
tibles de mouiller les tubes, on obtient des résultats plus facilement 
comparables en humectant de liquide l'intérieur des tubes. 

Comme le reconnut le même physicien, deux lames verticales et 
parallèles, très voisines, plongeant dans un même liquide, s'attirent 
réciproquement, soit que le liquide s'élève entre les deux lames, soit 
qu'il s'y abaisse; mais elles se repoussent au contraire si le liquide 
s'élève sur l'une et s'abaisse sur l'autre. 

Borelli attribuait aussi à la capillarité le fait d'une petite aiguille 
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il'acier (]iii reste à la surface ile l'eiui. (piiinil on l'y a posée n 

caution. 

Une colonne d'eau renreiniêe dans ui 
deux extrémités et maintenu horizontal 

tube. Une colonne de iiiercuie dont la surface est convexe s'éloigne au 
contraire du sommet. Si l'on incline l'axe du tube renfermaut la co- 
lonne liquide sous un angle suflisant, l'action capillaire pourra faire 
équilibre au poids et la colonne restera suspendue. On peut également 
maintenir suspendue une goutte liquide entre deux lames qui forment 
un très petit angle et se rencontrent suivant une droite liorizontale, et, 
en faisant varier rinclinaisun du plan bissecteur, on voit que le sinus 
de celte inclinaison est eu raison inverse du carré de la distance du 
milieu de la goultc à l'intcrscclion des deux lames. Hawksbee, en 171 3, 
étudia l'équilibre d'une goutte ainsi suspendue. 

Tels sont les principaux faits qui étaient connus dans la théorie de 
la capillarité au commencement du siècle actuel, et, comme on voit, 
ils l'étaient déjii depuis longtemps; mais aucuti n'avait été expliqué 
par l'Analyse mathématique. 

Clairaul avait bien essayé, en 1 7/(3, dans sa Théorie de lafigum de la 
Terre, de soumettre au calcul l'élévation des liquides dans les tubes 
capillaires ; mais de son analyse exacte et rigoureuse il ne put déduire 
la loi de cette élévation, parce qu'il n'a pas admis que l'attraction du 
tube sur le liquide est insensible Ji des dislances excessivement faibles 
et incomparablement plus petites que le rayon du tube. Il trouva que le 
poids du liquide soulevé dans le tube doit faire équilibre à l'action du 
ménisque et à l'action directe du tube. S'il avait supprimé cette der- 
nière action comme insensible, il eût immédiatement résolu la ques- 
tion. 

En i8o5, Thomas Young, AawaX&'i PhUosophical Transactions, avait 
assimilé la surface libre d'un liquide à celle rl'une membrane êgale- 
uient tendue dans tous les sens et il en avait conclu le premier l'équa* 
tion aux différences partielles, à laquelle satisfait celte surface. Mais, 
comme le dit Poisson et comme Laplace l'avait remarqué auparavant. 
« l'identité entre la surface du liquide et celle d'une membrane ne 
peut être que la conséquence et non le [u-incipe de la solution du 
problème ». 
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Laplace publia le premier, en 1806, une véritable théorie mathé- 
matique de l'action capillaire (en premier et second Supplément au 
Livre X de la seconde Partie de la Mécanique céleste) ( * ), et ce travail de 
l'illustre géomètre est un de ses principaux titres à la célébrité. En se 
fondant sur le principe de l'attraction du liquide sur lui-même et sup- 
posant qu'elle n'a lieu qu'à des distances insensibles, il commence 
par déterminer l'équation aux différences partielles de la surface capil- 
laire ; puis il explique et calcule tous les phénomènes connus jusqu'a- 
lors dans cette théorie et que j'ai commencé par rappeler. Il calcula 
aussi l'adhérence d'un disque à la surface des liquides, la figure d'une 
large goutte de mercure posée sur un plan horizontal et la dépression 
dans un large tube barométrique due à la capillarité. 

Les résultats obtenus par Laplace ont été vérifiés par les expériences 
de Gay-Lussac. 

Gauss, à son tour, s'occupa des principes de cette théorie dans un 
Mémoire intitulé Principia generalia theoriœ Jîgurœ fluidorum in statu 
œquilibriiy i83o (Gauss, Werkc, t. V). Il remarqua que les objections 
qui avaient été faites contre la théorie de Laplace sont en général sans 
valeur [vel levis vet nullius momenti). Le seul défaut grave de cette 
théorie, suivant lui, est d'avoir accepté d'abord sans démonstration la 
constance de l'angle de la surface du liquide avec la partie de la paroi 
touchée par le liquide, et cette lacune n'avait pas même été remarquée 
des détracteurs de Laplace. Il est vrai que, dans la seconde partie de 
sa théorie, Laplace est revenu sur la constance de cet angle et qu'il en 
détermine même la valeur en fonction des constantes d'attraction ; 
mais, outre que cette démonstration est, suivant Gauss, peu satisfai- 
sante, elle ne s'applique qu'a une paroi verticale. Cependant le prin- 
cipal mérite de la théorie de Gauss n'est pas d'avoir comblé cette 
lacune. Ce géomètre cherche la fonction de forces qui régit le liquide 
et dont la variation égalée a zéro donne l'équation générale du principe 
des vitesses virtuelles. Cette fonction renferme, outre un terme qui 
provient de la pesanteur, deux intégrales sextuples; mais, par des 
transformations analytiques, il les ramène à la somme de deux termes 
proportionnels, l'un à la surface libre du liquide, l'autre à la surface 
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iluvase touchée par le liquide. Ce r(siiUjit ost cei-taînemml le plu« 
rcmarqualile de ce Mémoire. 

M. Bertrand a montré que l'analyse de Gauss pouvait être simplifiée 
dans plusieurs de ses parties. 

Presque aussitôt après la publication du Mémoire de Gauss, Poisson 
lit paraître, en i83i, sa Nouvelle Théorie de l'ariton capillaire, où il ne 
eite d'ailleurs Gauss que dans le préambule. Il reproche à Laplace 
d'avoir établi sa théorie sans tenir compte du changement de densité 
d'un liquide tout prés de sa surface libre et aussi tout près des sur- 
faces qui sont en contact avec un corps solide ; la théorie de Gauss a 
d'ailleurs le même défaut. Pour avoir les équations des phénomènes 
capillaires, il ne suffit donc pas d'avoir égard à la courbure des sur- 
faces des liquides, il faut encore tenir compte de leur état particulier 
vers leurs limites. Par des calculs fort compliqués, mais extrêmement 
bien conduits, il retrouve l'équation aux différences partielles de la 
surface capillaire et démontre la constance de l'angle de raccorde- 
ment. Les équations sont les mêmes que dans la théorie de Laplace, 
avec cette seule dilférence que les deux constantes qui y entrent 
prennent une signification plus compliquée. I.a théorie de Poisson est 
certainement exacte, mais on pourra voir dans le Chapitre I de mon 
Ouvrage qu'il n'est pas nécessaire d'employer des calculs si dilïiciles 
pour modifier la signification de ces constantes. On peut aussi juger 
par le seul Chapitre V de son Livre que Poisson a pris cette théorie par 
un côté très difficilement accessible. Il étudie en elfet dans cet endroit 
les modifications de la pression, sur un corps plongé en partie dans 
un liquide, par l'action capillaire. Mais, bien qu'il déploie dans cette 
recherche la plus grande Iiabileté, il ne parvient à résoudre complète- 
ment la question que pour un corps de révolution dont l'axe est ver- 
tical. J'ai traité le même sujet dans le Chapitre IV de mon Livre d'une 
manière complète pour un corps de forme quelconque. Je l'ai même 
traité deux fois :' d'abord par des démonstrations synthétiques et plus 
faciles, ensuite par des démonstralions analytiques: car je montre 
que les premières sont insuffisantes ; j'arrive des deux manières aux 
mêmes résultats. Je termine ce Chapitre en montrant l'accord de ma 
théorie avec celle de Poisson. 

Depuis la publication de l'Ouvrage de ce célèbre géomètre, le champ 
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des expériences relatives h la eapillaritc s'est beaucoup agrandi et a 
fourni de nouveaux éléments à la théorie. 

Hagen, Brunner, Edouard Desains, Bede, M. Quet ont étudié avec 
une grande précision l'élévation ou la dépression des liquides par la 
capillarité et ont démontré l'accord des faits avec la théorie. Mais 
on sait maintenant qu'une très légère altération de la surface d'un li- 
quide par le contact de l'air peut modifier beaucoup la constante ca- 
pillaire. On sait aussi que l'angle de la surface d'un liquide avec un 
corps solide est susceptible encore de plus grandes variations. Cet 
angle constant, d'après la théorie qui suppose que le liquide reste tou- 
jours identique à lui-même, peut varier beaucoup si le liquide ou seu- 
lement sa partie superficielle vient à s'altérer. 

Gay-Lussac ne connaissait pas la grande variation de cet angle pour 
le mercure. Ainsi, à la demande de Poisson, il a mesuré la hauteur de 
gouttes de mercure de difierentes grosseurs, après en avoir déterminé 
le poids. Or, en m'occupant du calcul de la figure de ces gouttes, j'ai 
pu reconnaître (roi> Chapitre V) que l'angle de raccordement qu'elles 
formaient avec le plan de verre sur lequel elles reposaient, et qui était 
considéré comme constant par Gay-Lussac, a varié d'une goutte à l'autre. 
Ces expériences auraient présenté plus d'intérêt s'il avait déterminé la 
plus grande largeur des gouttes, au lieu de leur hauteur. 

Enfin, pour achever de citer seulement les principales recherches des 
physiciens, je rappellerai que Hagen a employé le premier le compte- 
gouttes pour déterminer la constante capillaire, que Dupré a prouvé 
directement la tension superficielle, que Plateau et Quincke ont déter- 
miné la limite des distances des attractions moléculaires et que Plateau 
a étudié, dans des expériences célèbres, les figures d'équilibre que peii- 
vent prendre les liquides sans pesanteur. 
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CHAPITRE I. 

DES PRINCIPES Î)E LA THEORIE DE LA CAPILLARITÉ. 



1. Dans la théorie de la capillarité, comme son nom l'indique, on 
cherche à déterminer l'élévation ou la dépression des liquides dans 
des tubes très fins; mais, plus généralement, on s'y propose d'étudier 
réquilihre des liquides mis en contact avec des corps solides. 

Le seul fait sur lequel nous nous appuierons d'ahord, c'est que la 
surface d'un liquide ne varie pas, quand onchanj^e l'épaisseur des parois 
du vase dans lequel il se trouve, quelque faible qu'on rende celle 
épaisseur. 11 en résulte évidemment que les actions capillaires s'exercent 
à une distance excessivement petite. 

Il est aisé de comprendre que la densité d'un liquide doit varier 
dans le voisinage des surfaces qui le terminent, soit que ces surfaces 
demeurent libres, soit qu'elles couvrent d'autres corps. A une distance 
sensible de ces surfaces, un liquide pourra être regardé comme de 
densité constante, chaque molécule étant pressée par toutes les molé- 
cules situées dans sa sphère d'activité, dont le rayon t est très petit, 
d'après ce qui vient d'être dit. Mais, si l'on considère une molécule à 
une dislance de la surface libre qui soit moindre (|ue le rayon d'acti- 
vité moléculaire, la force comprimante, qui proviendra alors de la 
partie comprise entre la surface libre et la surface parallèle menée par 
la molécule, sera moindre que précédemment. La densité du liquide 
sera donc moindre en ce point qu'à l'intérieur du liquide et décroîtra 
jusqu'il la surface. La couche d'épaisseur e, dont l'une des faces est la 
surface libre du liquide, étant d'une densité moindre que celle qui a 
lieu a une profondeur sensible, exercera sur l'autre face une pression 
moindre que ctdle à laquelle sont soumises les molécules situées à une» 
pmfond<*ur plus grande, Ainsi la densité du li(|uide doit être consi- 
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dérée comme variable vers la surface libre et jusqu'à ane profondeur 
plus grande que le rayon d'activité. 

On voit de même que la densité d'un liquide doit changer aux en- 
virons d'une paroi ou d'un autre liquide et y être tantôt plus grande, 
tantôt moindre qu'à l'intérieur du premier liquide. 

Laplace n'a point fait entrer dans ses calculs sur la théorie de l'action 
capillaire.ee changement de densité, et l'a regardé comme négligeable. 
Mais c'est à tort qu'on a prétendu souvent qu'il la croyait constante; 
il dit au contraire, à la fin de cette théorie, que cette densité change 
vers les limites du liquide. 

AppUcation du principe des riiesses viiluelles. 

2. Considérons un liquide en contact avec un corps solide et appli- 
quons à ce système le principe des vitesses virtuelles. 

Soient w,, rn^, . . ., W/, ... les molécules du liquide et M,, Mo, . . ., 
Mj, ... les molécules du corps solide. Désignons par r,, la distance 
entre w^ et m,, et par R/,, la distance entre m^ et M^; représentons aussi 
par/(r/,j) la fonction qui exprime l'attraction entre /ai, et rn^y et par 
F(R,,,) celle qui donne l'attraction entre m^ et M,. 

Prenons un système d'axes rectangulaires des a-, v, z, dont l'axe 
des :; soit vertical et mené de bas en haut. Le moment virtuel de la 
pesanteur sur la molécule m sera — gm^iz, Se étant le déplacement vir- 
tuel de m suivant la verticale, et g l'accélération due à la pesanteur. 
Le moment virtuel des deux forces égales et contraires qui s'exercent 
entre nii et m^, provenant de la variation Sr^^, de leur distance, a pour 
valeur 

et le moment qui résulte des actions entre m^ et M^ est de même 

Le système étant supposé en équilibre, on aura, d'après le principe 
des vitesses virtuelles, en indiquant les sommations avec le signe S, 

la première somme s'étendantà toutes les molécules //i du liquide; la 
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seconde somme, qui est double, s'étendant à chaque arrangement de 
deux molécules //î/, //îj du liquide; enfin la troisième somme, double 
également, s'obtient en prenant chaque molécule /n^ du liquide avec 
une molécule quelconque M, du corps solide. On a mis le facteur ^ 
en avant de la première somme double, afin de ne pas prendre deux 
fois un terme provenant de l'action mutuelle entre deux molécules du 
liquide. 

Nous regarderons/(r) et F( R) comme tout a fait nuls, dès que ret R 
dépasseront des quantités très petites t et e'; nous pouvons donc poser 

/ /(r)ffr=f /•(/•) J/Tzz '^(7), 
j ¥(r)dr— I F(/)^// — *(/), 

ç{r) et <l>(r) étant deux fonctions positives, puisque tous les éléments 
des intégrales sont positifs. Nous en déduisons 

Ainsi l'équation du principe des vitesses virtuelles deviendra 

Si nous désignons par U la fonction de forces pour tout le système 
et que nous posions en conséquence 

r -.-^gSmz -h iS,S,//i////,'f(/v,.)-i-S,S,//i|M,4>(H,^,), 
nous réduirons cette équatitm à 

(a) oU :— o. 

Prenons un point à l'intérieur du liquide et situé à une distance sen- 
sible de sa surface. Désignons par L la somme S///9(/) étendue à toutes 
les molécules m d'une sphère dont le centre est à ce point du liquide 
et dont le rayon est celui de la sphère d'activité. Si nous sommons la 
quantité //l'L pour toutes les molécules du liquide, cette somme restera 
constante, quelle que soit la forme affectée par la masse donnée du 
liquide. 
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Nous allons employer cette considération à la simplification de la 
somme 

3. Supposons d'abord que le liquide soit entièrement homogène, 
même vers sa surface. Si nous sommons la quantité m'L pour toutes les 
molécules du liquide, nous obtiendrons une somme \Sm plus grande 
que(i); car elle comprendra, outre la somme (i), \e potentiel de la masse 
liquide sur une couche fictive excessivement mince de ce liquide, re- 
couvrant cette masse et dont l'épaisseur constante est égale au rayon c 
de la sphère d'activité. 

(J'étends ici le mot de potentiel à une attraction autre que celle de 
l'inverse du carré de la distance.) 
Désignons par [/. une molécule de cette couche fictive; nous aurons 

rdésignantdans la dernière somme la distance de la molécule fictive [;. 
à une molécule quelconque du liquide. Le premier terme du second 
membre est constant, la masse du liquide restant invariable. D'autre 
part, l'épaisseur e de la couche est en général excessivement petite par 
rapport aux rayons de courbure de la surface du liquide et 9(r) est nul 
pour r> e; il est donc évident que SS;/.m(p(/*) est proportionnel à la 
surface du liquide, à des quantités près tout à fait négligeables. 

Ainsi, en désignant par T la surface entière du liquide et par p une 
quantité constante positive, on a, pour la variation de la quantité (6), 

La démonstration de cette formule suppose que le liquide reste ho- 
mogène jusqu'à sa surface. Nous allons maintenant supposer que le 
liquide change de densité dans les environs de sa surface et examiner 
comment cette dernière formule se modifie. 

Modification de la formule [c) dans Vhypothnc d'un changemenl 

de densité dans le liquide. 

4. Pour simplifier, admettons d'abord que la surface du liquide est 
entièrement libre. Soient aa' (y7^. i) la surface de ce liquide et hl/ la 
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limite inférieure de la couche de densité moindre que la densité p de 
rintcrieurdu liquide; la surface i// est parallèle à aa'et àunedistancer, 
de cette dernière surface, plus grande que le rayon d'activité e. 
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Condensons par la pensée cette couche d'épaisseur r,, de manière 
qu'elle prenne partout la densité p et l'épaisseur u\ alors la surface ex- 
térieure du liquide viendra en cc\ surface parallèle aux deux précé- 
dentes. 

Considérons la quantité LS/w, S//? représentant la somme de toutes 
les molécules renfermées dans la partie B du liquide comprise sous la 
surface hb\ etdaiis la couche condensée cchU que nous appellerons A. 
Si l'on suppose que la surface extérieure aa' vienne à se modifier, non 
seulement \Sm restera constant, mais le volume renfermé sous la sur- 
face ce sera lui-même constant et, d'après ce que nous avons vu dans 
le numéro précédent, le potentiel de ce liquide, compris dans rr, sur 
lui-même est é<i;al à l'expression 

(i) \ LS/// — \ SS'xm 'f (/•), 

où la somme double représente le potentiel de A sur une couche placée 
sur rr' et ayant la densité p (»t l'épaisseur c. 
Pour avoir le potentiel total 

{'>') lS/S,.//i////.,cp(/v,.v), 

il sufïira de retrancher de la valeur [i) le potenticd de la couche A sur 
le liquide B et sur elle-même, et d'y ajouter le potentiel de la couche 
*'raie hh'aa' sur le liquide B et sur elle-même. 

D'après cela, désignons par cr, rs' deux molécules quelconques de la 
couche fictive A, et par v, v' deux molécules quelconques de la couche 
vraie aàhh\ Désignons aussi par m une molécule quelconque de B. 
Le potentiel de la couche A sur B et sur elle-même sera 
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et celui de la couche aa'hb' sur B et sur elle-même sera 

r représentant dans chacune de ces sommes la distance entre les deux 
molécules qui y sont indiquées. 

Nous en concluons, pour l'expression (5»), 

-l-SS//r'v o(/) 1- i.SSv/^if/-. 

Les termes de la deuxième ligne sont respectivement plus grands que 
ceux de la troisième. 

Si l'on conçoit que la surface extérieure du liquide change, la quan- 
tité ^LSm restera invariable. Ensuite, d'après ce que nous avons re- 
connu (n*" 3), la première somme double de la formule précédente est 
proportionnelle à la surface T du liquide, et l'on voit de la même ma- 
nière que les quatre autres sommes doubles sont proportionnelles à cette 
même surface : donc, A et K étant deux constantes positives dont la 
première représente ^LS/w, le second membre de la formule (3) peut 



s'écrire 



A - K T. 



5. Concevons ensuite que la surface T du liquide ne soit plus entiè- 
rement libre, mais qu'elle se compose d'une partie libre n et d'une 
partie 12 en contact avec un corps solide ou un autre liquide. Nous sup- 
poserons encore que la couche terminée par n et de densité moindre 
que p ait l'épaisseur Y), et que cette couche condensée jusqu'à la den- 
sité p prenne l'épaisseur u. Et pareillement nous supposerons que la 
semblable couche terminéepar 12 ait l'épaisseur y), et que, ramenée à 
la densité p, elle ait l'épaisseur u^. 

Désignons encore par cr ou cr, chaque molécule de la couche fictive 
d'épaisseur w ou m, et par v ouv, chaque molécule de la couche vraie 
d'épaisseur X ou y)|. Alors, pour avoir l'expression de la quantité (2), 
il faudra, au second membre de la formule (3), ajouter 
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Désignons par A, B, C, D des nombres constants; nous pourrons 
représenter 'LS/?/ par A, SS//îa'p(r) par B(<; -+- 12), la somme des quatre 
derniers termes du second membre de (3) par — Ct et la somme (4) 
par — [)il. Nous aurons donc 

A, B etC étant positifs et I) positif ou négatif. Les termes — Cg— Di2 
sont ceux qui proviennent du changement de densité du liquide vers ses 
limites. 

Nouvelle forme de C équation du principe des vitesses virtuelles. 

6. Supposons que l'on ait un seul liquide qui se trouve au contact 
d'un solide par la surface 12. La quantité 

qui entre dans l'expression de U (n" 2), est proportionnelle a £2 et peut 
être représentée par E12, E étant une constante positive. On peut, dans 
cette même expression de U, remplacer gSrnz par 



rr 



p I Z clrn. 



l'intégrale s'étendant à tous les éléments dus du volume du liquide. On 
aura donc 

L -1. - -p A dm -I- A - - ( ^ H cV - ^^ -I- I) - E W.. 

Dans le cas où l'on suppose C et D nuls, on obtient la formule donnée 
par Gauss. Cette fonction doit être substituée dans l'équation 

oL) — o. 



Remarques sur les principes employés dans les numéros précédents. 

7. Outre l'attraction entre deux molécules, il peut y avoir entre 
elles une répulsion calorifique; mais, pour en tenir compte, il suffit 
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d'admettre que, dans le n*^ 2, les ibnctions/(r) et F(r) représentent la 
somme de ces deux actions. 

Nous admettons donc seulement que l'action totale entre deux 
molécules n'est fonction que de leur distance. Cependant on peut 
douter que cette action soit aussi simple. On conçoit en eiïet que les 
molécules liquides au voisinage du corps solide puissent prendre une 
orientation déterminée, et l'action entre deux molécules, l'une liquide, 
l'autre solide, pourrait dépendre non seulement de leur distance, mais 
encore de la disposition de la molécule liquide par rapport à la droite 
qui la joint à la molécule solide. Toutefois il suffit que l'expression du 
moment virtuel de la force 

X ox -h Y r 4- Z 0,-, 

OÙ X, Y, Z sont les composantes de cette force, soit une différentielle 
exacte, pour que les résultats obtenus dans ce qui précède restent 
applicables. L'intégrale de cette différentielle remplacera la fonc- 
tion *(R) et l'on reconnaîtra facilement que la somme qui remplacera 

pourra, comme au numéro précédent, être représentée par Ei2, E étant 
constant. 

On verra également que, si les molécules du liquide ont une certaine 
orientation auprès de la surface libre et que le moment virtuel de leur 
action mutuelle soit une différentielle exacte, l'expression qui rempla- 
cera 

pourra encore se mettre sous la forme indiquée a la fin du n® 5. Donc 
enfin il existera une fonction de forces U, qui conservera la même 
forme qu'au numéro précédent. 

L'existence d'une fonction de forces doit d'ailleurs être admise, si 
l'on néglige la viscosité, c'est-à-dire le frottement du liquide sur lui- 
même; car, dans ce cas, les molécules du liquide étant supposées dé- 
placées, puis revenues à leurs positions primitives, le travail accompli 
doit être nul, ce qui n'a lieu que dans la supposition de l'existence 
d'une fonction de forces. 
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Équilibre d'un liquide renfermé dans un vase, 

8. Supposons un corps solide formant un vase qui renferme le li- 
quide. Posons 

d'après le n° 6, nous aurons l'équation 

<T étant la surface libre et £L la surface du liquide en contact avec le so- 
lide. 

La quantité ^fzdvs serait évidemment nulle si la surface libres ne 
changeait pas, et aussi, pour évaluer cette quantité, nous pouvons sup- 
primer au volume du liquide la partie commune avant et après le dépla- 
cement virtuel. Si nous multiplions chacun des éléments de la diffé- 
rence des deux volumes par s, nous aurons Sfzdvs. Or, en désignant 
par n la normale extérieure et par ^n le déplacement de la surface sui- 
vant cette normale, l'élément de volume de cette différence a pour va- 
leur dfjhi; on aura donc 

ofz (/nj -—. f z fît II (h^ 

l'intégrale du second membre s'étendant à tous les éléments de la sur- 
face libre (j. 

Comme la densité du liquide n'est plus la même vers ses limites, il 
faudrait, pour plus de rigueur, remplacer le premier terme de la for- 
mule (2) par 

(3) -r.fzZ(/m, 

p étant considéré dans l'intégrale comme variable vers la surface du li- 
quide. Alors, le liquide étant supposé partagé en la partie dont la 
densité est constante et en une couche d'épaisseur très petite d'une 
densité moindre, la partie de la formule (3) qui se rapporte à cette 
couche est insensible, comme on le voit aisément; donc il n'v a rien à 
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changer h l«i (létormination que nous avons faite du premier terme de 
l'équation (2). 

Pour former l'équation (2), supposons d'abord que, la surface Q 
restant la même, la surface libre n soit changée en une surface infini- 
ment voisine «7', terminée au même contour. Sur la surface ^ traçons 
les deux systèmes de lignes de courbure, 5 et 5, ; le long de ces lignes 
menons des normales qui détermineront sur a' les lignes s' et s\. 
Ces lignes de courbure découpent la surface g en rectangles curvilignes 
infiniment petits. Soient ds, ds^ les deux côtés d'un de ces rectangles ; 
les normales menées aux deux extrémités de ds se rencontrent en un 
même point et interceptent sur n l'arc ds' ; de même les deux normales 
menées aux deux extrémités de ds^ interceptent sur q l'arc ds\ et l'on 
aura 

(h'— (h ^ r — ~ ) , (ls\ ■-- iU, [\ - ^ ) > 

tn étant la distance déjà considérée entre les deux surfaces et R, R, 
étant les deux rayons de courbure principaux de la surface (j, qui doi- 
vent être regardés comme positifs ou négatifs, suivant qu'ils sont ex- 
térieurs ou intérieurs au volume du liquide. Nous pourroiLS donc poser 

d^z :— cfs dsi , 
fh' =: ds' ds[ = ds dsA\ ît ) ( ' — jr 

et il en résulte 

di -= dz' — d's :-- — ( 77 -f~ 7*- ) ^" ''^•^' ^^-^i » 



'"^-"/(ïï + îr.)^'"'" 



Donc, quand ^il est nul, l'équation (2) se réduit à 



(^) / 1 -M (ïï-^i) ---]-"''-»• 



Il faut exprimer que la masse du liquide ne change pas, et il est en- 
core aisé de voir qu'on peut dans cette condition négliger le change- 
ment de densité qui a lieu très près de la sqrfîicc. On aura donc à 
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exprimer que le volume du liquide est constant ; ce qui donnera 



/' 



on d(J rr: O. 



Multiplions cette dernière équation par une constante — // et ajou 
tons à (4) ; nous avons 



/[ 



M ( i|-4- rr- 1 4- -- // 



0// f/7 -— n, 



Comme cette équation doit avoir lieu quel que soit ht, on en conclut 



(5) -M 



(i-^n;)-^^^-^'^^' 



ce qui détermine l'équation de la surface libre c. 

Si l'on voulait tenir compte de la pression ÏI de l'atmosphère, on 
remarquerait que son moment virtuel sur l'élément rfç est — Uhîdr: 
et que le premier membre de l'équation (2) est la quantité SU divisée 
par — gp. On en conclurait qu'il faut introduire dans l'équation {/|) 

entre les crochets la quantité — II, et l'on obtiendrait, au lieu de l'é- 
quation (5), 

n -f-A'-pC- -//) =A'pM U-^ -4- j^V 

9. Supposons ensuite que la surface ^ de contact du liquide avec le 
vase change. Désignons par / la ligne de séparation de g et de £2; par 
la déformation /se changera en une ligne /'. Le long de la ligne/ éle- 
vons des normales à la surface a jusqu'à la rencontre de g' ; ces nor- 
males couperont a suivant une ligne /, . Ainsi la surface a' peut être 
partagée en deux parties : l'une a'^ renfermée dans la ligne/,, l'autre 
<T.j comprise entre /, et /'. 

D'après ce qui a été démontré ci-dessus, nous avons 

(6) .■^^,^-j(i.^^A.y.„r,,. 

Désignons par S> la distance entre les deux lignes / et /' situées sur 
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la paroi du vase ; nous aurons d'abord 

oilz=z I oX (IL 

Ensuite fj[^ peut être considéré comme la projection des éléments 
Sx dl de la paroi sur n. Si donc nous désignons par / l'angle des nor- 
males à T et à la paroi, menées respectivement hors du liquide et hors 
de la paroi, nous aurons 

( 7 ) ^'1^=^ \ ^os / oX lit. 

Ajoutant (G) et (7), nous avons 



0<T 



" / ( H ^" TT ) ^'^^^^ "^ / cosioX^/. 



Enfin considérons encore l'expression ^ 1 Z(tn; elle se compose d'a- 

bordde l zhidn^ puis d'une partie provenant du liquide renfermé entre 

la paroi et la petite surface réglée terminée aux deux lignes /et/,; 
mais cette seconde partie est infiniment petite par rapport à la première. 
Ainsi l'équation (2) devient 

TT-M (-1^ + jf) 4-cl8/^r/(I-4- r(Mcos£-i-N)SXt//=io, 

et il faut y ajouter encore l'équation de condition 



/ 



o/^ d^ = o. 



On en conclut comme ci-dessus l'équation (5) et aussi, puisque Sx 

est arbitraire, 

Mcos/-hN = o. 

Ainsi on a, i^onvVangle de raccordement^ c'est-à-dire l'angle sous lequel 
le liquide rencontre la partie de la paroi touchée par le liquide, 

,Q, N B — 2E4-2D 

B, E, C étant des quantités positives et D positif ou négatif. 
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10. Lamélhode qui précède, pour déduire au moyen de réquation(2) 
l'équation de la surface libre du liquide et la formule qui détermine 
l'angle I, a été exposée par M. Bertrand [Journal de Liouvilley t. XUl, 
1848). La variation de densité que j'ai admise vers les limites du 
liquide ne modifie en rien cette démonstration. Laplace a démontré le 
premier ces deux formules, on supposant la densité du liquide par- 
tout la même, et par suite C et D nuls. 

Si nous faisons C et D nuls, nous avons 

B-2E 

(9) i:.o^i— g — j 

et nous obtenons les résultats suivants donnés par Laplace. 

Admettons que l'action, entre deux molécules du liquide ou entre 
une molécule du liquide et une du solide, soit la même fonction de 
leur distance, à un coefficient constant près. Alors B etE seront pro- 
portionnels à ces attractions. 

Si B — 2E est positif et par conséquent l'attraction du liquide sur 
lui-même plus grande que deux fois celle de la paroi sur le liquide, 
l'angle / est obtus et, si la paroi est verticale, la surface du liquide est 
convexe. 

Si B = 2E, le liquide rencontrera la paroi normalement et il sera 
horizontal si le tube est vertical. 

Si B — 2E est négatif et par conséquent l'attraction du liquide plus 
petite que deux fois celle de la paroi, l'angle i est aigu et, si la paroi 
est verticale, la surface du liquide est concave. 

Toutefois si, B — 2E étant négatif, on a de plus B<E, la valeur 
trouvée pour cos/ serait plus grande que i , la valeur dei serait imagi- 
naire et la formule (9) ne serait plus applicable ; cela provient de ce 
que l'équilibre n'est plus possible. Alors le liquide tendra par l'attrac- 
tion de la paroi à s'y élever et à y former une couche excessivement 
mince ; le liquide n'aura qu'à vaincre sa pesanteur qui sera très faible 
et le frottement contre la paroi qui pourra avoir une valeur sensible. 
Le tube liquide excessivement mmce qui s'élève au-dessus de la surface 
du liquide devra être substitué dans la théorie précédente à la paroi 
même. On devra donc faire B = E, et par suite 

cos/— 1; 
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ainsi Tangle / est nul et la surface du liquide est tangente à la paroi. 
Tous ces résultats cessent d'être exacts, si C et D, comme il est 
vraisemblable, ne sont pas négligeables devant B et E; alors il faut 
adopter la formule (8). La limite où l'expression (8) sera applicable 
aura lieu quand cosi sera égal à i ou 

(lo) E = B hC-^I). 

Ainsi, à cette limite, la surface du liquide est tangente à la paroi. 

Quand on aura 

E > n 4- C 4- 1), 

la valeur de i donnée par la formule (8) sera imaginaire ; mais on devra 
concevoir qu'une couche liquide excessivement mince s'élève au con- 
tact de la paroi. Désignons par E' la quantité analogue à E et relative 
h Tattracthon de la couche liquide sur le liquide intérieur et par Cet 
D' ce que deviennent C et D, quand on substitue la couche liquide à 
la paroi. Les quantités C, D' seront évidemment très petites. En rem- 
plaçant E, C, D par E', C, D' dans la formule (8), nous aurons 

. ?.E'~B — 'îD' 

Or il est aisé de comprendre que l'angle i doit rester nul, comme 
dans le cas où a lieu la formule (lo); car le liquide du ménisque et 
celui de la couche ne forment qu'un même liquide dont la surface ne 
doit point contenir de parties angulaires. Ainsi E' satisfera à l'équation 

F/ = B -+- c 4- 1)'. 

11. On peut, par la considération de l'angle de raccordement, dé- 
montrer que les actions moléculaires ne s'exercent qu'à une distance 
excessivement faible. A cet effet, Quincke déposa sur la surface du 
verre des couches extrêmement minces de différents corps, et il con- 
stata que l'angle de raccordement d'un liquide déterminé avec ces corps 
ne varie pas quand l'épaisseur des couches surpasse des quantités ex- 
trêmement petites. Par exemple, pour le mercure, voici les couches 
trouvées suffisantes : 

o™'",oooo48 de sulfure d'argent, 
o™™,oooo59 diodure d'argent. 
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Ces nombres indiquent l'ordiT de îj;pandcur des distancres luixquelles 
s'arrêtent les actions moléculaires. 



Siir (les prc'ra niions à premirr dons V appliral'tnn <ln prini-îpe 
fies vitesses virtuelles. 



12. Si, dans un déplacement virtuel du liquide, la courbure de hi 
surface libre i change d'une quantité finie, même seulement sur une 
étendue infiniment petite de cette surface, mais de longueur finie, la 
quantité s, quoique très petite, étant finie, le raisonnement qui a servi 
à démontrer {n" 3) que la quantité 



(0 



SS|^/y,'i(/0 



subît une variation proportionnelle à relie de la surface du liquide 
n'est plus applicable. 

On voit de la même manière que la variation de cette quantité n'est 
pas proportionnelle à celle de la surface du liquide, si, dans la défor- 
mation de la surface libre i, l'angle du liquide avec la paroi change 
d'une quantité finie. Dans le même cas, la variation de la quantité 

SSn^M1>(ll) 



I tu, ii étant la surface du liquide en con- 



ne sera pas proportionnell< 
tact avec la paroi. 

Kn résumé, dans l'application du principe des vitesses virtuelles, il 
faut avoir soin de ne considérer que des déformations de la surface 
libre du liquide, dans lesquelles les angles du plan tangentà cette sur- 
face avec les trois plans de coordonnées subissent des variations infi- 
niment petites. 

Supposons, par exemple (Jîg. i), un tube capillaire parfaitementcy- 
lindrlque à son intérieur et la base rectangulaire sur le cylindre inté- 
rieur. Un liquide qui y est renfermé descend jusqu'à la base du tube, 
en formant une surface concave tangente au cylindre intérieur. Or il 
n'est pas permis de donner à tout le liquide un même déplacement vir- 
tuel th de liant en bas. En elfct, après ce déplacement, l'angle de la 
surface du liquide avec le tube, qui était égal à zéro, devient celui de 
la surface du liquide extérieur avec la base du tube, c'est-à-dire égal à 
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un angle droit. Il en résulte que la quantité (2) subit une variation 
qui n'est plus proportionnelle à Sû; cette variation doit même être 
considérée comme indéterminée, parce que SA est infiniment petit par 
rapport à e et que la loi de la fonction <!> (R) est inconnue. 



riç. 2. 



• i 



Uf 



\ 



13. 11 n'est pas inutile de donner un second exemple pour mieux 
justifier les réflexions qui précèdent. 

Supposons une paroi plane qui retienne un liquide, et calculons la 
force produite par la capillarité sur cette paroi ; cette paroi a d'ailleurs 
une inclinaison quelconque sur l'horizon et le liquide la rencontre sui- 
vant une droite horizontale /. Donnons {/ig. 3) à tous les points de 

Fig. 3. 



R 




"/ B'/ 

la paroi plane AB des déplacements virtuels rectilignes, égaux, paral- 
lèles et de grandeur égale à Vi; nous supposons SA oblique à la paroi, 
mais perpendiculaire à la ligne /. La paroi plane vient ainsi de AB 
en A'B'. 

On peut supposer que le liquide s'étend a l'infini du côté de R, en 
sorte qu'il ne s'abaissera que d'une quantité négligeable. Conformé- 
ment à ce qui vient d'être dit, nous devons supposer que dans ce mou- 
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vement le liquide ne subit pas un changement fini de courbure, et que 
l'angle de raccordement sur A'B' soit i comme sur AB, à un infiniment 
petit près. Prolongeons donc la surface aR jusqu'en a' de manière 
qu'elle fasse avec la paroi A'B' un angle qui diffère infiniment peu de i. 
Supposons que al représente SA et aE la perpendiculaire commune 
aux deux plans. Désignons aussi par P la somme des composantes 
suivant la des forces appliquées à la paroi et par y l'angle a'al. 
Appliquons le principe des vitesses virtuelles; nous aurons 

•^ g? 

en désignant par /la largeur de la paroi; nous avons ensuite 

siuY 



sm£ 

Nous avons 

N — — Mcos/, 

et nous en concluons 

M 8(T -+- Noû = M/cosY 8/;. 

tjzdrsj dans l'équation (a), correspond à la pression hydrostatique qui 
a lieu en dehors des forces capillaires; nous obtenons donc pour la 
composante de la force capillaire suivant la 

/,'pM/cosY. 

On en conclut que la paroi est sollicitée par une force normale à /, tan- 
gente à la surface du liquide et égale à ^pM par unité de largeur. 

Il est aisé de voir qu'on arriverait à un résultat différent et inexact, 
si l'on eût appliqué le principe des vitesses virtuelles en prenant au- 
trement l'accroissement de la surface libre du liquide. Si, par exemple, 
on prenait cet accroissement suivant al au lieu de le prendre suivant 
oa", on aurait 

012::= O, 0(T=/o/l, 
M5cr-hN8i2 = M/8/i, 

et l'on trouverait que la composante de la force capillaire suivant al 
est g"? M/ : ce qui est faux. 
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Force capillaire normale à la surface d'un liquide et tension 

à cette surface. 

14. Nous avons, pour l'équation de la surface capillaire d'un li- 
quide (n^ 8), 



g 



Reportons-nous k Tcquation SU = o du principe des vitesses vir- 
tuelles dont nous l'avons tirée, et qui peut s'écrire 

— ^'P / ( 5 — h)ond^ — I llùfidfj -{- ^^p 1 Mll-rr -h ^j dn dv ^= o. 

Le premier et le deuxième terme représentent la somme des moments 
virtuels qui proviennent de la pesanteur et de la pression n d'un gaz 
sur la surface capillaire. Le troisième terme représente une somme de 
moments virtuels de forces agissant sur la surface et représentées sur 
chaque élément cfc par 

cette force élémentaire agit suivant l'élément S/i de normale extérieure 
au liquide, si jt 4- |t- est positif ou si le plus petit rayon de courbure 
principal est extérieur au volume du liquide, et en sens contraire si 
|r -h ^ est négatif. Ainsi, la courbure de la surface produit une force 
normale égale à 

qui agit dans la concavité de la surface si les deux rayons de courbure 
sont de même sens, et du côté du rayon le plus petit s'ils sont de sens 
contraire. 

15. Nous avons trouvé (n**6), pour la fonction de forces. 



Si nous supposons une iléforniiition Irés pclite lie la masse liquide qui 
allère les quanlilôs u el Î2, il en résultera un travail représenté par 

Si la surface 12 reste la même et que le «entre de gravité de ia niasse 
liquide ne change pas sensiblement de hauteur, ce qui rend insensible 
le premier terme, on aur» simplement 

Ce sera le travail provenant de la seule ilétbrniation de la surface libre. 
Si la surface libre du liquide diminue, il se fait un travail positif in- 
diqué par la vaiialiun de lu fonction U; ce travail se changera en uue 
petite quantité de chaleur qui élèvera la température du liquide; cette 
quantité de chaleur se calculera facilement d'après le principe de la 
transformation du travail en chaleur. De même, à l'acci'oissementde la 
surface libre du liquide correspomira un petit abaissement de tempé- 
rature. 

Supposons une membrane plane, dont l'épaisseur très mince est t. 
et qui est tendue dans tous les sens par une force constante : cette ten- 
sion s'exercera dans toute l'épaisseur; représentonspar 5 le contour de 
la membrane : la tension sur la longueur ds pourra être représentée par 
Ttf/5, et. si nous désignons par <^/i le déplacement normal à s, le travail 
correspondant sera — TEi/sSn. Faisons la somme de tous ces travaux 
élémentaires et remarquons que fhids est la variation Si de la sur- 
face d'un des côtés de la membrane : nous aurons — Te Se pour ce tra- 
vail. Supposons ensuite que la membrane ne soit pas plane, qu'elle sott 
étendue sur un corps solide, sur lequel elle s'applique exactement, et 
qu'elle soit tirée sur ses bords par une force normale constante. Il suf- 
fira alors de la diviser en éléments plans auxquels ce qui précède sera 
applicable, et l'on arrivera au même résultat. 

Si nous appelons la quantité Te la tension de la membrane, nous 
voyons que, dans le travail provenant de l'accroissement de la surface 
libre du liquide, la quantité ^''pM est analogue à la tension de la mem- 
brane. On doit aussi la considérer comme s'exerçant non à la surface, 
mais il une profondeur tellement petite, que les résultats du calcul ne 
sont pas altérés si l'on fait abstracliou de cette épaisseur. C'est ainsi 
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que, dans la Théorie mathématique de réloctricité statique, on fait ahs- 
traction de l'épaisseur de la couche électri(|uc. 

La tension a la surface du liquide, selon ce que nous avons vu 
(n** 13), exercera sur la paroi une action dont la direction, en chaque 
point de Tintersection de la surface avec cette paroi, sera tangente à 
la surface du liquide. 

D'après l'expérience, la tension superficielle d'un liquide peut chan- 
ger considérablement, sans que sa nature soit sensiblement altérée. 
Il suffit, par exemple, que la couche superficielle de l'eau renferme 
quelques traces d'alcool provenant de Tévaporation de ce liquide placé 
dans le voisinage; il suffit encore que la couche superficielle du mer- 
cure renferme des traces d'oxydation. La théorie exposée aux n*^ 4, 5 
et 6 reste applicable; on concevra seulement que la couche superfi- 
cielle du liquide, que nous avons supposée d'une autre densité que le 
reste du liquide, soit aussi d'une composition chimique un peu diffé- 
rente, et tous les raisonnements resteront les mêmes. 



4 
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CHAPITRE \l 

KLÉVATION OU DÉPRESSION D'UN LIQUIDE AUPRÈS D'UNE PAROI 



Equation aux différences partielles de la surface du liquide. 

1 . Les rayons de courbure principaux d'une surface sont donnés par 
l'équation du second degré 



{rt — 5«)R*— [(i 4- />*) ^ 4- (i 4- 7')/' — 2/?75] v/i -+-/>- 4-7' R 4- (14-/^*4-7*)* = 0, 

en posant 

dz dz d^ z d}z d^z 

dx^ ' dy ' r/.r' ' ' ~~ dx dy ' dy'^ 

En établissant cette équation, on regarde les rayons de courbure prin- 
cipaux comme positifs ou négatifs, suivant qu'ils font un angle aigu ou 
obtus avec les :; positifs. D'après cette équation, on a, pour la somme 
des inverses de ces ravons de courbure, 

I I (i H-/>*)^ 4- (t 4- 7')/* — 'y.pq^ 

Désignons par a^ la quantité positive représentée par M dans le 
Chapitre précédent; alors l'équation de la surface capillaire (n**8) 

deviendra 

(i-+-/>»-l-r/)' 

Nous rappelons que l'axe des 3 est vertical et mené de bas en haut. 
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Dans l'équation (i), R et R, sont supposés positifs ou négatifs, sui- 
vant que ces rayons de courbure sont dirigés vers l'extérieur ou vers 
l'intérieur du liquide (Chap. I, n"8). Si donc l'un des deux rayons de 
courbure est extérieur au liquide et fait un angle aigu avec les z posi- 
tifs, les valeurs de ?> H- ïr» calculées des deux manières précédentes, 

ont le même signe, et l'on a bien l'équation (2). Il en est de même si 
l'un des rayons de courbure est intérieur au liquide et fait un angle 
obtus avec les 5 positifs. Dans les cas différents des précédents, il fau- 
drait changer de signe le second membre de la formule (2). 

Un tube étant plongé dans un liquide indéfini, cette équation con- 
viendra également à la surface du liquide intérieure au tube et à celle 
qui lui est extérieure. La constante h sera donc la valeur de z pour la 
surface de niveau, c'est-à-dire pour la partie de la surface du liquide 
assez éloignée du tube pour qu'elle puisse être considérée comme plane. 
En effet, en les points de cette surface, R etR, seront infinis et l'équa- 
tion (i) se réduira h z = h. 

2. Si la surface du liquide est de révolution autour de l'axe des r, 
prenons, au lieu de x, y, des coordonnées polaires, en faisant 



r sera la distance de chaque point à l'axe de révolution, et l'on aura 

dz _^ dz X dz dz y 

dx dr r dv dr r 

d^z d^z X* dz y* d^z d-z xy dz xy 

dx* dr* r* dr /' dx dy dr* r* dr r^ 

d*z d*z y* dz x* 



dy* dr* /* dr r^ ^ 

on obtiendra donc, au lieu de l'équation (2), la suivante : 

d*z i dz 



Mm_, 



dr* r dr , ,...,. 



hmi 



On aurait pu former immédiatement celte équation en remarquant que 
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les deux rayons de courbure principaux d'une surface de révolution 
sont le rayon de courbure du méridien et la grandeur de la normale à 
ce méridien, terminée à Taxe. On peut donc poser 



\''^(rh') / /dry 



(Ir^ 

et il en résulte l'équation précédente. 

Poids du liquide soulevé dans un tube cylindrique par l* effet 

de la capillarité. 

3. Supposons d'abord un tube vertical plongé dans un liquide, et 
calculons la formule donnée par Laplace pour déterminer le volume du 
liquide soulevé dans ce tube, en suivant l'analyse de l'illustre géo- 
mètre. 

L'équation (2) de la surface du liquide peut s'écrire ainsi : 



^x (ip / ov (f^i f <^h^ ^^i\ 



I 



(n-/^'-(-7')' '^ 



= :;,- (=-/') 



ou encore 



Posons, pour abréger l'écriture, 

- - - T y - V 



et cette équation devient 

' dx dy a* 

Multiplions celte équation parrter/vet intégrons ensuite les deux 
membres, en étendant l'intégration à toute la section du cylindre; nous 
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aurons 

Considérons la première intégrale double; on peut d'abord y effectuer 
l'intégration par rapport à x, et l'on a 

dï 



^^'j dx ^^^' ~ ^ * ^^^' "" ^''^•' ' 



les indices o et i indiquant qu'on prend la quantité T pour la plus 
petite et la plus grande valeur de x correspondant à une valeur de y. 
Cette formule donne la partie de l'intégrale double relative a une bande 
de largeur dy et parallèle à Taxe des x. 

Désignons par v l'angle de la normale au contour s de la section 
droite du cylindre avec l'axe des Xy la normale étant menée extérieure- 
ment; désignons aussi par c&,, ds^ les arcs infiniment petits du con- 
tour qui terminent la bande; nous aurons 

dy ziLi dsi cos r, , r/j ii= — ds^ cos i*u, 

dsQ, ds^ et dy devant être regardés comme positifs. Nous avons donc 



1 / -.- dx dy = / T cos v ds, 



l'intégrale simple s'étendant à tout le contour de la section. 

Nous pouvons transformer de la même manière la seconde intégrale 
double. Nous aurons d'abord, en intégrant le long d'une bande infini- 
ment étroite, d'épaisseur dx et parallèle à l'axe des j, 



/dV 
-— df = V, dx — Vo dx. 



les indices ayant un sens analogue a celui qui a été indiqué ci-dessus, 
et, comme nous avons 

dx -— dsi sin t^i, dx :— — ds^ sin i»o, 

ds^, dSf étant les arcs qui terminent cette bande, il en résulte 



/ / — - dx dy ~ / V sin c ds. 
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Le premier membre de réquation (/i) devient donc 



/ 






l'intégrale s'élendant a tout le contour de la section. 

Les cosinus des angles de la normale à la surface du liquide, menée 
intérieurement au liquide, et de la normale à la paroi menée dans cette 
paroi, sont respectivement 



— I 



cosc, sinr, o; 

or cet angle des deux normales est précisément celui qui est désigné 
par i au n** 9 du Chapitre I ; on a donc 

y^eosr -H <7sint^ 

- — ' =cos/, 

v/i -f-/>* -h<7' 

et, comme < est constant tout le long du contour, on a 

yVcost' -h^sinr , r, , 

^ ' a5 = cosf I cis=z Icosi, 

v/i -H/>*-^r/« J 

en désignant par / la longueur de ce contour. 
Nous avons donc 

/ / ( ^ — h) dx cif ^=2 a- 1 cos £. 

La quantité h représente la coordonnée z pour la surface de niveau ; 
le premier membre est donc égal au volume V du liquide soulevé dans 
le tube au-dessus de cette surface et l'on a 

(5) V = a'/cosi. 

Gomme nous avons posé (Chap. I, n** 8) 
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il en résulte aussi la formule 

^pV— ^- H-CWcos/, 

qui exprime le poids du liquide soulevé dans le tube. On voit que ce 
poids est proportionnel au contour de la section droite du tube. 

Si l'angle i est obtus comme pour le mercure dans un tube de verre, 
la formule (5) donne pour V une valeur négative et indique la dépres- 
sion du liquide dans le tube. 

4. Supposons ensuite le tube capillaire incliné et faisant Fangle a 
avec la verticale [fig. 4)« 

Fig. 4. 




X A 



Soit G le centre de gravité de la section AB faite dans le tube par 
le plan de niveau du liquide. Menons par le point G la section droite 
A'B' du cylindre; soit G y Tinlersection de A'B' par le plan AB; me- 
nons les deux autres axes rectangulaires Ga?, G5; puis, dans le plan 
xGsy menons Gz' parallèle aux génératrices et Gx' rectangulaire sur 
Gz'. 

D'après l'origine prise pour les axes, on a A = o et l'équation de la 
surface du liquide dans le tube est 



{a) 



[pcf^y^z') étant les coordonnées d'un point de la surface du liquide par 
rapport aux axes Gx\ Gj, G^ , on a 

5i=5'C0Sa -l-.r'sina. 

Remplaçons z par sa valeur dans l'équation (a), puis multiplions ses 



I I 


I 


K "^ Ui 


a'"" 
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deux membres par dx'dy' et intégrons dans toute l'étendue de la sec- 
tion droite A'B'; nous aurons 

{b) cosolJ J z'fh fiy r- ^mifCx'^iv'dy^a'*- f ((^^ r ^\l.i'dy. 

Si le tube est capillaire, la coordonnée z' sera à très peu près la même 
en tous les points du bord du ménisque liquide (toutefois, par exemple, 
B'F sera plus grand que A'E dans un tube circulaire). En admettant 
cette égalité, ce qui ne produira qu'une erreur très faible, on aura, 
d'après le calcul du numéro précédent, 

En désignant par V le volume soulevé, on a 

f fz'cU'dy^X - volAGA' -h volGBB'z= V; 

car, le point G étant le centre de gravité de la section AB, on a 

volAGA -voiriBB' = o; 

pour la même raison on a 

Ç Cx' dx'dy -o. 

D'après tous ces résultats, la formule [h] devient 

V cos oLz=z a-l cos i. 

Le volume soulevé varie donc en raison inverse de cosa, a étant l'angle 
des génératrices du lube avec la verticale. 

Le théorème donné par la formule (5) peut être étendu au liquide 
soulevé dans l'espace compris entre deux tubes verticaux. II est en effet 
aisé de voir que le raisonnement qui a conduit à cette formule est en- 
tièrement applicable. Supposons que les deux tubes soient de même 
matière, en sorte que la quantité i soit la même pour les deux tubes. 
Alors, en désignant par / le contour de la section droite du cylindre in- 
térieur du tube extérieur, et par /' le contour de la section droite du 
cylindre extérieur de l'autre tube, on aura pour le volume soulevé entre 
ces deux tubes 

V:-. ^/-(/-4- /')C0S/. 
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Élévation ou dépression d'un liquide auprès d'une lame verticale^ 

plongée dans ce liquide. 

5. L'axe des z étant toujours supposé vertical et mené de bas en 
haut à la surface de la plaque dont la largeur est supposée indéfinie, 
ou du moins assez grande pour qu'on puisse négliger ce qui a lieu aux 
extrémités, menons l'axe des y horizontal dans la surface de la plaque, 
et l'axe des x perpendiculaire à cette surface. Le liquide affecte alors 
la forme d'un cylindre de révolution dont les génératrices sont paral- 
lèles a l'axe des y. La coordonnée z étant indépendante de y, l'équation 
de la surface du liquide devient 



{'<m 



3 /T^ 



En intégrant, on a, G étant une constante arbitraire, 



= C-— :(5-A)». 



h(0]' 



2a 



Si nous comptons les z à partir de la surface de niveau» h sera nul et, 

dz 
dx 



dz 

pour 3 = o, nous aurons -^^ = o et par suite C = i . Nous obtenons donc 



(A) ,=!-—;;« 

Il en résulte 

. , iiàr — z^\dz 
±idx^=z — 

z\/{\a^ — z* 

et, en intégrant, on a 



v/4«* — 5* H- 2a 



(B) ±d7 = y/4«'— ^'-+-«log hconst. 

D'après cette formule, pour z^o, x sera infini ; la surface du liquide 

5 
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est donc asymptotique au plan des x, y. Toutefois, à une petite distance 
de la plaque, cette surface sera h très peu près plane et horizontale. 

I étant Tangle de raccordement de la surface du liquide avec la 
plaque, la formule (A) donnera, pour la hauteur h contre la lame, 

sinz— I ,, Il = ±:a v^2(i — sini) = db aasin (7 )» 

2a' ^ ^ ' \4 2/ 

le signe :±: ayant lieu suivant que le liquide s'élève ou s'abaisse contre 
la plaque. 

Si le liquide mouille le luhe, on a 1 = o, et il s'élève contre la plaque 
à la hauteur a V^2. 

Si la lame est inclinée {fig. 5), désignons par v l'angle EBF de cette 




lame avec l'horizon BF; menons la tangente EH à la section droite EA: 
le premier membre de l'équation (A) est égal à cos EHB ; on a EIIB = ^ — 1, 
et l'on déduira de l'équation (A), pour la hauteur verticale contre la 
lame, 

hi:^ia sin 

2 

G. Hagen a vérifié que la hauteur à laquelle l'eau s'élève contre une 
lame verticale au-dessus du niveau est indépendante de la nature de 
cette lame, pourvu qu'elle ait été au préalable convenablement mouillée 
par ce liquide. En prenant de Teau distillée ou de l'eau de fontaine, il 
a trouvé, pour cette hauteur, quand la surface de l'eau est fraîche, 

d'où l'on déduit «^ = 6,1. Mais cette hauteur décroissait assez vite et 
descendait à 3'"", 09, ce qui donne a^ = 4»77- Le nombre 6,1 , comme 
nous verrons plus loin, est trop faible, ce qui prouve que l'expérience 
qui a donné ce nombre n'a pu être conduite assez rapidement. 
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Hagen, ayant mesuré par l'expérience les ordonnées de la courbe ca- 
pillaire, provenant de l'immersion d'une lame de verre verticale, a 
trouvé : 

J7=zO°>",00, 0"",70, I™"»,42, 2™", 12, 2™™, 8/4, 3°*°»,54, A""*» 2^, 5""», 26, 7"™,o6, 

z:= 3"™,o9, i™™,58, i"",io, o"°»,77, o™'°,54, o"»°»,4i, o"»",27, o°*™,i6, o"",o9, 

qui sont très conformes à la formule (B), en prenant a^ = 4,77* 



Élé{>ation ou dépression d'un liquide entre deux plaques fixes, planes, 

verticales et parallèles y qui y sont plongées. 

7. Supposons deux lames planes, verticales, maintenues fixes et pa- 
rallèles; nous les regardons encore comme très larges. La figure de la 
surface liquide en dehors des deux lames a été obtenue ci-dessus; il 
reste à déterminer cette figure h l'intérieur des deux lames. 

Mettons l'origine des coordonnées sur le plan de niveau et l'axe des x 
perpendiculaire aux plaques; alors l'équation de la surface du liquide 
sera, comme au n** 5, 

d}z 
(A) . __d^_ 



■ - m] 



^ a» 



En intégrant, on obtient, C étant une constante arbitraire, 



= c- 



['<m 



.\ni '-^ 



dx = 



±\/-(«-,4)* 



et la dernière intégration conduit à des intégrales elliptiques. 

Mais reprenons la question autrement. Menons la section droite de 
la surface cylindrique du liquide, et désignons par ç l'angle de la tan- 
gente avec un plan horizontal. L'expression du rayon de courbure 
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ds 



sera j-> rfy étant rélénientde la courbe et l'équation (A) deviendra 



(B) 

On a d'ailleurs 



d^ z 

ds a* 



dz 



dx 
7h 



= COSç. 



Différentions l'équation (B), nous aurons 

^? _ I . 



ds 



i = -,sin(p, 



a 



* A » 



et, en intégrant, 

(C) KS)=i(C-cos,). 

C étant une constante arbitraire. On en conclut 



ds = 



a 



do 



(B) 



(B') 



dx—^ 



sli v^C — coso' 
a cos cp do 



dz 



\/2 V^C— COS-p 

a %\no do 



V2 v^C — cos^ 



8. En premier UeUf supposons que le liquide s'élève contre chacune 
des lames prise isolément. Faisons passer l'axe des z par le point le plus 






K' 



Fiff. 6. 

z i 



/f 



o 



K 



bas de la courbe, et mettons l'axe des a? sur la surface de niveau (y?^'. 6). 
Désignons par z^ la coordonnée :; du point le plus bas; nous avons, 
pour z = Zq, 

<p = 0. 
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ri 

Égalant les valeurs de ^ fournies par les équations (B), (C), on a 
et 

(E) z^ = n\JÔL\J(r^. 

Soient e, e' les distances de l'axe des z aux deux lames, et soient i, 
i' les angles de raccordement TME, T'M'E'. Pour a? = e, nous aurons 

ç = I et, pour X =z — e\ <f= \- T. 

En intégrant la formule (D), on a 

V^ \ Jo V^ — C0S« Jo / 

Pour donner à ces intégrales elliptiques la forme canonique adoptée 
parLegendre, posons 

nous aurons 

C — cos<p = Ch-cos24' = C-h I — Qsin'^'^CC h-i) ( i— 7^ sin*4/ j- 

D'après la formule (E), C est > i; si donc on fait 



C + i 

k sera < i et l'on aura 



Pour a: = e, on a 9 = - — let, par suite, ^ = ^ 4- -; on en conclut 
la première de ces formules 



e = - 



J% I V * — /:*sin*4^ '^ Jy, i 



e' = 



k 

4 ' s 4 ' t 

a — ^5 



Jx e yi — A:*sin*4/ ^ *^« »" 



4 t 4 ' s 
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la seconde se déduisant de la première en changeant les deux quantités 
e, ien e\ i'. En ajoutant ces deux équations et remplaçant e -h ^'par /, 
on obtiendra une équation qui ne renfermera plus que l'inconnue k. Si 
l'on en déduite, on aura ensuite e et e' par les mêmes équations, puis 
on aura, pour la hauteur du point le plus bas, 



i é^ V^' - ^'* 

et, pour les valeurs de z sur les lames, 

«V^i/^— ' — sin/, 
«V^i/|i— ' — sinf. 

9. Dans le cas particulier où 1'= i, on a ^ = - et>t est déterminé par 
l'équation suivante : 



4 1 4 • f 



Supposons que la distance entre les deux lames soit très petite et cher- 
chons à calculer ^ au moyen de cette formule. La distance / étant très 
petite, la hauteur z^ du point le plus bas de la section deviendra très 
grande par rapport à a, et il résulte de la formule qui détermine z^ que 
le module k sera très petit. Nous pourrons donc développer le second 
membre de la formule (F) suivant les puissances de ^, en négligeant 
les termes multipliés par^*. 
Nous aurons 

Prenons ces intégrales entre ^ 4- - et -> puis substituons dans (F), 
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nous aurons 



2 a k 



-(-f-â*')(i-l)-K-f-e4")(i-0 






4- ( T + ^ 1 cosi H ^ Âr'sin2/ 



et, en ordonnant par rapport à i, 

- = Arcosi H- -7- ( COSf 4- 
a 4 



7 Ht sin2f ) 

424 y 



Par première approximation, on a, pourvu que «ne soit pas voisin de ~ > 

acosi 

et, en remplaçante par cette valeur dans les termes du troisième degré 
par rapport à i, on obtient 

, / /» / . I . . ir A 

K=z , — — — — ( COSl-h 7 Sin2l -h V )• 

acosi 4« cos*e\ 4 4 2/ 

D'après la formule (/), on a, pour la hauteur du point le plus bas du 
ménisque, en négligeant les termes de Tordre — > 



(G) 



/i k\ aa'cosi /i . . it « .\ ^ 



et, pour la hauteur du liquide contre les lames, 



2 



/i 14-smiA 2a*cosi / . . . 71 A / 

« 1 7 7 ^1 = i ^- ( — sinecosiH i ]-, r- 

\k ^ J l \ 2 /4cos** 



Si le liquide mouille les deux lames, en sorte qu'on ait 1 = 0, on 
aura 

a 10 a' 



2a^ 4 — "^ 
1 8~ 



'0 — ~1 n h 
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et la hauteur du liquide contre les lames sera égale à 



2 a* 



10. On peut, comme Ta fait Hagen, déterminer la quantité aS en 
observant l'élévation d'un liquide entre deux lames verticales paral- 
lèles et trî'S rapprochées. 

Supposons que < et i' soient nuls, en sorte que le liquide mouille les 
deux lauu's, et représentons par :;' la hauteur à laquelle le liquide s'élève 
dans cet intervalle contre les lames; nous aurons 



et, par suite, 

Hagen prit d'abord pour liquide l'eau et il vérifia, comme lorsqu'il 
n'employait qu'une lame, la diminution considérable de la quantité a-, 
lorsque l'expérience est prolongée; il trouva 7,59 pour la valeur maxi- 
mum de à^. Il fit des expériences semblables pour l'alcool et l'huile 
d'olive, et il trouva au contraire que l'élévation contre les lames et la 
quantité a^ ont diminué très peu, après plusieurs heures. 

En employant la formule (H), il a trouvé 

Poids 8pccifi<{uo. TtiDtion à la tarface. 

Alcool a' 11^ 2,96 é'P^==^>797 ^pa' = 2,36 

Huile d*olive a' = 3,77 ^'pizi 0,913 ^pa' = 3,44 

La température était d'environ 19** C. 

Si l'eau s'est abaissée peu à peu entre les lames, il faut l'attribuer 
surtout à ce que l'eau qui se trouvait sur les lames a dû s'évaporer, en 
sorte qu'elles ont cessé d'être mouillées et que l'angle i n'a plus été 
égal à zéro; d'ailleurs, si l'angle / n'est plus nul, cette expérience ne 
donne plusa^ 

11. En second lieu^ supposons que le liquide s'abaisse auprès de 
chacune des lames prises isolément. Les angles i et 1', que fait le plan 
tangent au liquide avec la surface du tube en contact avec le liquide. 
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sont obtus. Désignons paryety les suppléments de ces angles. Alors la 
théorie précédente est entièrement applicable et la surface du liquide 
est la symétrique, par rapport au plan de niveau, de celle du premier 
cas, les angles i et i étant remplacés pary ety'. 

Ainsi k s'obtiendra comme ci-dessus; la valeur de x restera la même 
et Ton aura 

Z =z — asjik/ -r^—\ — C0S5>, ^0 - — 2rt - — > 

5o étant la coordonnée z du point le moins déprimé du ménisque. 

Si i' = I et que / soit très petit par rapport à a, on aura, d'après la 
formule (G), 

2rt'C0S/ /, . . 1t / .\ / 

^0 == -, Isma/ H- 7- — • cosy t-. 

i Y -' ^ 2 -* J 2 cos*y 

et, pour l'abaissement du liquide contre les lames, 

aa'cos/ / . . . ir A / 
— /- ^ ( - ^'"^ *=«'•/ -•- i -J ) ïl^s»/- 

12. En troisième lieu, supposons que l'angle 1 soit aigu et l'angle i' 
obtus. 

En général, la section droite aura un point d'inflexion. Faisons passer 
l'axe des z par ce point et mettons l'origine des coordonnées sur le 
plan de niveau. Au point d'inflexion le rayon de courbure est infini; 
donc l'équation (B) donne z =0 pour ce point, qui sera donc à l'origine 
des coordonnées. Désignons par ç© la valeur de <p en ce point; nous dé- 
duirons de l'équation (G) 

C ^= cosîpj. 

En posant encore 
on aura 

do — 2 d*^ 

V^C — cos^ V^i 4- coscpo — 2sin*4' 

et, en faisant 



. , ^ /l-4-COScpo . ^ 

sm^' — i / sinO, 
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puis, remplaçant dans la formule prccédeiite, on obtient 



i 


COSip 


v/i 


À^sin- 


•Ô 


avec 


k — 


cos ?-" . 

3 






D'après les formules ( 


n)et(D'). 


on a 


> 




• 


— «v^y/ir 


— COSÇ 




X 

on trouve d'ailleurs 


' --f 

V « ''9. 


COSÇ 

y/C- 


C0S<p 





y/C — cos <p 3= A* y/â cos 0, 

costp = :?A'sin'0 — i, 

cos^ dr^ {— '^ V^'* ^' sin'O -4- y/a ) r/0 

y^(^ — costp y ' ~ ^* sin*0 

z=z2i^ y/i — A* sin'O riO ■ ^ — -- • 

y/i — A*sin*0 

Remarquons ensuite qu'on a 

cos- — sin4/=: A sinO = cos— sinO, 

et que, par suile, pour ? = Ço» on a = -> et les valeurs ci-dessus de 
z et ce deviendront 

5= 2flrA:cosO, 

x = a I --2a I Ji — A:*sin*6^. 

J« y/j — A-*sin*0 J, 

Désignons encore pare la distance de l'origine des coordonnées à la 
lame qui correspond à l'angle 1; on calculera k et e^ en raisonnant 
comme dans le premier cas. Si nous désignons par z^ et z,j. la hauteur 
du liquide contre la première et la seconde lame, nous aurons 

5.z^2«^A-=-cos'^|-^j, ^,z^-2«y/A«-cos^(j-^). 
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13. Si le liquide s'élève sur une des lames et s'abaisse auprès de 
l'autre, lorsqu'on rapprochera suffîsamment les lames, le point d'in- 
flexion disparaîtra, à moins que l'angle obtus i' ne soit le supplément 
de I. 

Représentons tu — l'pary'; nous aurons 



Zi — — 2a i / A' — cos' ( 7 — - ) 



Si, par exemple, i est <y', la valeur absolue de z^ est plus grande que 
celle de s^, le liquide s'élèvera plus contre la première lame qu'il ne 
s'abaissera contre la seconde. A mesure qu'on les rapprochera, k dimi- 
nuera, et pour 

on a j?2 = o. Le point d'inflexion, qui est à la hauteur du niveau, se 
trouve alors sur la seconde lame. En rapprochant encore les lames, 
toute la surface du liquide qui y est renfermée s'élèvera au-dessus du 
niveau, et il faudra modifier l'analyse précédente. Nous allons voir 
qu'on peut se servir des formules du premier cas, où les angles i et i' 
sont aigus. 

Soit C le point le plus bas de la section droite {/ig. 7). Menons le 





Fig 
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plan BF parallèle au plan AE, entre la lame AE et le point C, puis me- 
nons la tangente HK; l'angle KHF, que nous appellerons 1,, est obtus, 
tandis que l'angle TME, qui représente l'angle 1 est aigu, et l'on a 
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Remplaçons ensuite le plan BF par une lame pour laquelle Tangle 
de raccordement avec le liquide soit précisément égal à i,. Il est évi- 
dent que le liquide se maintiendra jusqu'à la surface HM; car la sur- 
face HM représente bien une surface capillaire, et les deux conditions 
relatives aux angles de raccordement sont satisfaites. 

On pourra donc, en prenant encore pour origine des abscisses celle 
du point C, appliquer la formule du premier cas 



2-Â 

J?= 7 



' a [F(-^ a) _ n^, X)] - 2f [e(^. x) - E(^. X)] . 



en posant, d'après la notation de Legendre, 



Pour 0? — OE = e, on a ç = 1, «^ = ^ -+- -^ et, pour a? = OF = ^, , 

on a ç = £, > 't' = "7 ^* Donc l'équation précédente devient, pour 

oc — — c Cl X — ^1 , 

^.='-^"«Kj'*)-Kt-1''*)]-¥[^<-*>-<t-ï'*)} 

Désignons par \ la distance des lames; nous aurons, en retranchant 
ces égalités, 

'=^4.(--';,*)-p(|.i.A] 



x = 



-¥KT-î'*)-Ki*i'*)]' 

équation qui détermine k. 

Les élévations du liquide contre les lames seront positives et données 
par les expressions 
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Ce qui précède suppose i, <!7Ç — «. Si i, est > t: — i, le calcul sera 
tout semblable, mais les élévations se changeront en dépressions. 



Sur r élévation ou la dépression d'un liquide dans un tube circulaire 

et capillaire. 

14. Supposons un cylindre vertical circulaire ; prenons son axe pour 
l'axe des z et mettons l'origine des z sur le plan de niveau. En dési- 
gnant par X la distance d'un point de la surface du liquide à l'axe, nous 
aurons, d'après ce que nous avons vu (n*^ 2), pour l'équation du méri- 
dien de la surface du liquide. 



d^z 



dx- 



1 ^ r, /^^vi 

X dx L \^^] J 



h(ê)T 



Le premier membre représente la somme des courbures principales en 
chaque point de la surface, au sommet de laquelle les deux rayons de 
courbure principaux sont égaux à une même quantité y. Si donc on 
fait x-=^o dans cette équation et qu'on désigne par h la hauteur du 
sommet, on aura 

/i=i — • 

Y 

En multipliant l'équation (i) ^^xxdx et intégrant les deux membres, 
on a 

dz 



, . dx i r 



X -T- ^x 

xz dx. 



Nous allons maintenant supposer que le rayon rest très petit. Dans 
ce cas, la surface du ménisque diffère peu d'une portion de sphère; si 
elle appartenait à une sphère, son méridien serait un cercle ayant pour 
équation 
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/ Hc étant constants. Posons donc 



z " l — ^f,' - r' — u^ 

u étant une fonction de x très petite. Nous aurons 



dz X du 

dj: ~ ^ c'—x^ ^ 



et par conséquent ^ est nul pour x = o. Nous allons substituer cette 
expression de z dans (2); en négligeant le carré de -^-j nous aurons 



(dz i- c / jr\c- — jr* du \ 

di) -- ^--T^A: -- -^- dx) 



dz 
dx 



\IM%) 



( X* x\(^ — X* du\ ( jr\c* — x* du\ 

- \t y c ' c dx f \ c* dx / 






- y 



C C* dx 



et le second membre de (2) deviendra 



1 



I /•' , xU (c*— rM*— H 
— / xzdx— — - ^. -— » 



«- 



en négligeant -, l uxdx. Ainsi l'équation (2) devient 

du , / cl \ X f^ I c* I 



et, en intégrant, on aura 

tt := c« ( — , — o-î — " ) , 4- 2—, log(c -h v'c" — -^^ ) -+- consl. 

\ 9a' 3a- /^c'— X* 3a' o\ v / 

Comme u ne doit pas être extrêmement grand, quand x diffère très 
p(Mi de c, le premier terme de u doit s*annuler, et Ton a 

, 2 a* 2 
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ce qui détermine / en fonction de c; enfin, on déterminera la con- 
stante arbitraire qui entre dans w, en exprimant que, pour <c — o, w est 
nul; on obtiendra ainsi 



c» 



const. = — y-^ logac 

O Cl 

et 



c' , c + \/c- — j?' 



" = T:r^ 'os 



oa' ac 



Noas obtenons donc, pour la surface du ménisque, cette équation 



(3) - = /_y/c«_ar»+.-l0g 



C* , c -\- v'c* — J7* 



3rt' îic 



dans laquelle il ne reste plus d'inconnue que c. 
Pour x = o, z est égal à A, et Ton a 



2 a* c 



c 6 



Nous déterminerons la quantité c par Tangle aigu i de la surface 
avec le tube; nous aurons donc, en désignant par r le rayon du tube, 

^ . dz 
col i = -j- pour X =-T /•, 

OU ' 

€011= ^^t:— . ( I— ^ ' V 






De cette formule on tire d'abord, pour c, la valeur approchée — ^^ 
puis on a 



r /•' I sin*i 

~~ cos£ 3a* cos"<* 1 -h sine 



c étant obtenu, l'équation (3) ne renferme plus rien d'inconnu. 

Si l'angle i est obtus, le liquide sera déprimé dans le tube. Toute la 
théorie précédente est applicable, pourvu que l'on change le signe du 

radical yjc^ —x^. Cela revient à dire que l'on peut adopter encore les 
formules précédentes, en prenant pour i l'angle aigu que fait le liquide 
avec la partie du tube qui n'est pas en contact avec le liquide, et por- 
tant la valeur de s au-dessous du plan de niveau. 
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D'après ce qu'on a vu ci-dessus, on a, pour le rayon de courbure y 
au sommet, 

qui est donc aussi déterminé, puisque h est connu. 

Remarque. — Le calcul de Poisson pour résoudre ce problème est 
très analogue à celui-ci, quoiqu'il ne conduise pas aux mêmes formules. 
Il est bon de montrer par où pèche son raisonnement. En égalant, 

comme je l'ai fait, à zéro le coefficient de -7 : dans 1/, il trouve 

I c I 

Y oar c 

que, d'après ses notations, il écrit 

I y' I 

et, comme on a A == — > il en résulte 

T 

, 2 a* c 

(a) ''^-c—r 

Or, sans remarquer cette valeur, il emploie, pour déterminer A, un 
calcul que je vais faire seulement pour le cas de 1 = o. On a alors c = r, 
et l'équation (2) donne 

en faisant 

Zi^r^c — y/c* — X* -h M ; 

cette équation devient, puisque c est égal à r, 

3-4-j ux 

ou 



A/« 2/' r'' , 

a}rz=L 1 — - — h I uxdx 

2 6 ,,^ 



Poisson trouve donc deux valeurs de A, savoir (a) et (6), et la se- 
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conde rend u infini pour a?— r. La correction du terme en -j? qu'il fait 

par la formule (6), se trouve être à peu près double de celle qu'il faut 
faire. 

15. Si l'angle i de raccordement n'est ni nul, ni très petit, les for- 
mules que je viens de donner s'appliqueront très bien à des tubes dont 
le rayon ne dépassera pas i*""; ainsi elles s'appliqueront en particulier 
à une colonne mercurielle renfermée dans un pareil tube. Mais, si /est 
nul, la méthode d'approximation du calcul précédent n'est plus appli- 
cable. En effet, dans ce cas, c est égal à r, et une nouvelle approxima- 
tion calculée d'une manière semblable donnerait dans z des termes qui 
seraient infinis pour x = r. 

11 faut donc, quand i est nul, employer d'autres formules. La surface 
convexe différant peu d'un hémisphère si le rayon ne dépasse pas i"™, 
restant convexe et se terminant normalement à un plan horizontal, on 
conçoit qu'elle pourra être assimilée avec une grande approximations 
un demi-ellipsoïde de révolution dont le rayon équatorial sera celui r 
du tube. 

£n mettant l'origine au sommet, l'équation de l'ellipse méridienne 
sera 



- = ?-? 






r, p étant ses demi-axes, et le rayon de courbure au sommet sera 







on aura donc 




(0 


h — r^ 



Le volume du liquide soulevé est 2-ra^ (n^ 3), et il en résulte 



11 ra' z= Il / ' A -t- 2 TT I zxdx. 



3 r* 

Cette intégrale est égale à ^ » et l'on obtient 

(2) /l= ^« 

^ ' r 6 
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Des équations (i) et (2), on tire 

Nous verrons, au Chapitre V, le moyen de juger du degré d'approxi- 
mation de ce calcul en comparant les résultats des formules précédentes 
à cqux d'autres entièrement rigoureuses. 

Si l'on veut calculer la quantité a^, connaissant /^, on déduira de la 
dernière formule 

hr hr / /»/* hr ( \ r i r* \ 

Edouard Desains a déduit, au moyen de cette formule, pour la valeur 
de a* relative à l'eau, le nombre 7,55 à la température de 8*", 5 C. 

16. Pour déterminer l'épaisseur de la couche d'un liquide qui hu- 
mecte la paroi intérieure d'un tube capillaire, M. Duclaux, après avoir 
introduit dans le tube une colonne du liquide, l'aspire jusqu'à une des 
extrémités de ce tube; puis il fait retournera sa position primitive la 
base opposée de la colonne dont la longueur se trouve diminuée. Il en 
déduit bien facilement le volume de la couche liquide qui reste adhé- 
rente à la surface intérieure du tube et par suite aussi son épaisseur. 
M. Duclaux a ainsi trouvé, en employant un tube de o™™,i45 : 

Épaisseur 
Cil millimètres. 

Eau o , ooo5o 

Alcool à 00° 0,00076 

» à 90® 0,00064 

Huile d*olive o,oo344 

J'ai le premier démontré que, lorsqu'un liquide coule dans un tube 
capillaire, il se trouve sur la paroi une couche immobile tellement mince 
qu'on peut la considérer comme nulle dans le calcul (voir Comptes ren- 
dus des séances de V Académie des Sciences, 10 août i863, et mon Cours de 
Physique mathématique, n° 30). Cela n'était nullement admis aupara- 
vant ; néanmoins les physiciens ne me citent jamais à ce sujet. 

Si l'on représente par II la hauteur moyenne, au-dessus du niveau, 
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(le la surface du ménisque dans un tube circulaire du rayon r, on a, 
d'après le théorème de La place, 

71 7*11 :=: 2 Tira* ces « 
OU 

Ainsi H varie en raison inverse du rayon du lube; ce qui est la loi 
dite de Jurin. 

Certains physiciens ont cru reconnaître que, pour les liquides qui 
mouillent le tube, la hauteur H croit plus que ne l'indique la loi de 
Jurin, quand le rayon du tube devient inférieur à i'°™. On a voulu 
expliquer ensuite ce fait par la couche liquide dont l'épaisseur ne se- 
rait plus négligeable pour des tubes aussi fins; mais cette explication 
doit être rejetée d'après les nombres donnés ci-dessus pour l'épaisseur 
de la couche. La loi de Jurin doit être considérée comme très exacte 
et l'anomalie, que certains physiciens ont observée, provient de ce que, 
dans les tubes extrêmement fins, la surface du liquide est moins ex- 
posée à être altérée par les poussières et que la couche liquide s'y main- 
tient plus longtemps. 

Remarquons que, si l'on voulait tenir compte de l'épaisseur de la 
couche, il faudrait, dans l'application des formules, diminuer le rayon 
du tube de plus du double de l'épaisseur de cette couche. En effet, 
dans le Chapitre P% n° 10, on a raisonné comme si la couche liquide 
était solide, ce qui était suffisamment exact à cause de sa faible épais- 
seur; toutefois elle est attirée par le ménisque et celui-ci doit se relier 
à la surface cylindrique par une très petite surface, en sorte que la 
somme des rayons de courbure principaux ne change pas brusquement, 
en passant d'une surface à l'autre, ainsi qu'on l'avait admis. 

17. Laplace avait énoncé ce théorème : L'élévation d'un liquide qui 
mouille exactement les parois d'un tube capillaire est y à diverses tempéra- 
tures, en raison directe de la densité du liquide. (On fait abstraction de 
la dilatation du tube). 

Désignons par H la hauteur du liquide dans le tube à la température t 
et par Hq cette hauteur à la température zéro et représentons par a un 
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coefficient constant; puis posons 

(h) ii = iio(i-^0; 

d'après I^place, a serait le coefficient de dilatation du liquide. 
D'après les expériences de Brunner, on a la formule {b) 

Pour Teau entre o*» et 82* en faisant a — 0,00187 

»> rétlier entre o* et 35« » « =: o,oo523 

» rhuîlc crolive entre. . o*eti5o' » 3i=:o,ooi4i 

et les valeurs de a sont beaucoup plus grandes que le coefficient de dila- 
tation de ces liquides. 

M. Wolf a trouvé, pour l'eau et pour des valeurs de / comprises entre 
o*^ et a5**, la formule encore plus précise 

H — Ho (i — 0,00206/ — 0,00000298/'), 

qui conduit à la même conclusion. 

Voici à quoi revient le raisonnement fait par Laplace : D'après la 
formule (a), on a 

H — — — — ^l^'. 

'' g? '• 

La quantité g^a^ esta peu près proportionnelle a l'attraction du li- 
quide sur lui-même, comme il résulte de la formule (Chapitre I*% n" 8) 

si l'on suppose C très petit vis-à-vis de B. Si donc on néglige l'accrois- 
sement de répulsion entre les molécules provenant de l'augmentation 
de la température, on voit que gfo^ varie à peu près proportionnelle- 
ment à p^; donc H est sensiblement proportionnel à la densité p. Comme 
cette conséquence n'est pas juste, il faut en conclure que les hypo- 
thèses précédentes ne sont pas non plus, toutes les deux, exactes. 

Tube non cylindrique^ mais de révolution et dont Vaxe est vertical. 

18. Supposons un tube de révolution, dont l'axe est vertical, plongé 
en partie dans un liquide [fig. 8). Soit ZOD l'axe vertical du vase qui 
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sera aussi celui du liquide. La hauteur du ménisque AMB ne dépend 
que de la forme de ce ménisque. 

Pour un liquide donné, le ménisque ne variera qu'avec le rayon 
AO = ret l'angle NAO = i' formé par la normale AN à la surface capil- 
laire avec l'horizon. 

Fig. 8. 




Soient AH une verticale, AT et AC deux tangentes au méridien et à 
la section du ménisque; on aurai' = HAC. Désignons comme précé- 
demment par I l'angle de raccordement TAC qui est connu; nous au- 
rons 

i — HAT + i. 

Si nous regardons comme connus la hauteur du cercle AB et par 
suite ret l'angle HAT, nous aurons aussi la valeur de î . Alors la for- 
mule qui donne la coordonnée z de la surface du ménisque est la même 
que celle qui donne cette coordonnée pour le ménisque d'un tube cy- 
lindrique, dont r est le rayon, l'angle de raccordement étant supposé 
égal à r. 

Ainsi on aura (n^ 14) 



(«) 



2 a 
c 






c -f- \fd^ — x^ 



'6a> 






ic 



C étant fourni par la formule 



(*) 



— JL- ( _ Zl_ 

~" cosi' \ 3 a* I 



î/' 



tang'i 



sinr 



H y a toutefois une remarque à faire pour le cas où, dans la surface 
du ménisque, à certaines valeurs de x correspondent deux valeurs de z, 
ainsi que cela a lieu [fig. 9) depuis le point A' jusqu'en A. 
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Les formules {a) et (b) sont encore applicables depuis le point M 
jusqu'au point P oii la tangente est verticale. Mais en ce point la va- 
leur de -7^ 

ax 



X f c^ I \ 



devient infinie; x y est donc égal à c et le radical y change de signe. 
Il faudra donc, à partir de ce point jusqu'en A, faire 



rirr^ 



-h î c 4- s/c^ - ' x^ H- ^—5 log 



Za> 



■ ■ I 



Pour déterminer c, désignons par i l'angle aigu de la normale au 



!•'•;:• 9- 








M 



ménisque en A avec l'horizon, nous aurons 



dz r 



coli' = — '^ " -■ - ' ( I — ô-i j=^.-^ I 

dx i/^s #.t \ ^CL c \f^—' r^J 



et on en conclut facilement 



~~ cosi' \ 3a* I — sini'/ 



Dans ce qui précède, nous avons supposé connue la section circu- 
laire AB à laquelle s'arrête le liquide, par suite connues les valeurs de 

s, a? et ^ au point extrême A du méridien du ménisque. Si cela n'avait 

pas lieu, on égalerait entre elles les valeurs de z relatives aux méridiens 
du ménisque et de la surface intérieure du tube, et il en résulterait en 
général un problème assez difficile, mais peu utile à la Physique. 
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19. Dans un tube de révolution dont Taxe est vertical, il peut y 
avoir plusieurs états d'équilibre et si le rayon diminue par degrés in- 
sensibles, ces divers équilibres sont en général alternativement stables 
et instables. Voici le raisonnement donné parLaplace pour le prouver: 

D'abord, le liquide tend à s'élever dans le tube, et cette tendance 
en diminuant devient nulle dans l'état d'équilibre; le liquide conti- 
nuant à s'élever, elle change de signe et le liquide tend à s'abaisser. 
Ainsi le liquide, étant un peu écarté de cet état d'équilibre, tend à y 
revenir : cet état est donc stable. Si l'on élève le liquide par aspiration» 
sa tendance à s'abaisser, après que cette action aura cessé, diminuera 
jusqu'à devenir nulle pour une certaine hauteur de la colonne, au delà 
de laquelle, la tendance changeant de sens, le liquide devra monter. 
Ainsi cette hauteur correspond à un état d'équilibre instable. De même 
le troisième état d'équilibre serait stable, le quatrième instable et ainsi 
de suite. 

Le raisonnement de Laplace est vague et il est indispensable de le 
remplacer par un autre qui ait plus de précision. 

La fonction de forces U qui régit le liquide peut être considérée 
comme ne dépendant que d'une seule variable, par exemple de la hau- 
teur à laquelle s'élève le sommet du liquide, et l'équilibre correspond 
à l'équation SU = o. Or la fonction U ne dépendant que d'une variable, 
les valeurs de cette variable déduites de cette équation correspondent 
en général à des maxima ou des minima de U qui se succèdent alter- 
nativement quand cette variable va en croissant. Au maximum de U 
correspond un équilibre stable d'après un théorème de Mécanique, et 
à un minimum de U un équilibre instable. Ainsi les équilibres de la 
colonne capillaire seront alternativement stables et instables. Il reste à 
prouver que le premier est stable. 

On a (Chapitre P, n« 6) 

et, si le liquide mouille le tube, on a N = — M = — a-, par suite 

U =: A — gpfzdm — gpa} d h- gpà^Q^ 

a étant la surface libre du liquide et S2 celle qui est au contact du tube. 
On voit facilement que si l'on fait croître la hauteur de la colonne à 
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partir de zéro, le terme gpa^Q sera celui qui subira d'abord le plus 
grand accroissement et que U commencera par croître. Quand U cessera 
d'augmenter, il passera par un maximum. Ainsi le premier équilibre 
est stable. 

Tube conique vertical. 

20. Comme application de ce qui précède, considérons un tube co- 
nique de révolution et plongeons-le dans un liquide qui le mouille par 
sa partie la plus large, de manière que son axe soit vertical. Désignons 
par 2]3 l'angle au sommet du cône et par a le rayon du tube à la hau- 
teur de la surface de niveau, à partir de laquelle on compte les s. Le 
méridien du tube est une droite qui a pour équation 

a — a? 



langji 



Nous supposons la surface du ménisque tangente au tube; elle se 
trouve donc dans le second cas examiné au n® 18. Désignons par r le 
rayon du tube sur le contour du ménisque; sur ce contour, s étant le 
même pour le tube et la surface libre du liquide, on a 



l'angle désigné précédemment (n'^ 18) par i' est constant et égal à ^ et 
l'on a 

_ r ( /'* tang*p \ 
^^^ ^~cosp\' 3a* i-sinpy 

En portant cette valeur de c dans l'équation précédente, elle ne ren- 
fermera plus que l'inconnue r. 

Faisons le calcul en supposant que ^ soit un très petit angle, ce qui 
est nécessaire pour que le tube soit capillaire, et posons d'abord 



- c* , c — i/c* — r* 

En faisant simplement c = r et négligeant J, on déduira de l'équa- 
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tion (i) 

r 



a /a- 

=: - ih 4 / -7 2 rjf' sin 3. 

2 V 4 

Ne considérons d'abord que I«i solution où le radical est précédé du 
signe -H et posons 

- + y/-j-2«-sin? = /-,. 
nous aurons pour J, en remplaçant dans le logarithme c par — g» 

Faisons ensuite dans Téquation {i)c = — 70 et remplaçons le dernier 
terme par J, dont la valeur est connue; nous aurons 

r Q = -+■ ô — ô -t-rtanp:?-+-J,, 

langp /• 3 cosjî ^ 

et il en résultera, en négligeant des quantités très petites, 



^ ' ~ 2-1- jsiiifJ 

Si nous posons de même 



2 



— \/- 2rt'sînp= /*, 



r\ , I — sin [i 

3 a' 2 



-Jog — '- —Jî, 



nous aurons pour le rayon du bord du ménisque cette seconde solu- 
tion 



D'après ce que nous avons dit (n^ 19), la valeur (4) de r correspond à 
un équilibre instable; la valeur (3) se rapporte,au contraire a un équi- 
libre stable; toutefois cet équilibre n'est lui-même possible que si l'ex- 
pression (3) est réelle, c'est-à-dire si l'on a 

a* — 8«'sinp — 2aJ, tangp — Y a'sin'p>o. 

8 
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Si cette condition n'est pas remplie, le liquide montera jusqu'en 
haut du tube. Cette inégalité se réduit à peu près à 

a'>8a«sinp; 

donc un équilibre stable sera possible, si le rayon le plus grand du 

tube est sensiblement > 2a\J2 sin|3, et il suffira d'enfoncer le tube 
de manière que son rayon à la hauteur de la surface de niveau soit 

> 2a\f2s[n^. Il faudra d'ailleurs que le tube s'élève assez pour que 
la valeur de r donnée par la formule (3) soit un des rayons du tube. 



1 
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CHAPITRE IIL 

LIQUIDES SUPERPOSÉS. - SUSPENSION DANS L AIR DXN LIQUIDE 

PAR UN TUBE CAPILLAIRE. 



Équilibre d'un système composé de deux liquides et d'un corps solide. 

1. Appliquons l'analyse exposée, du n° 2 au n^ 6 du Chapilre I, 
quand, au lieu d'un seul liquide, on en a deux superposés dans un 
vase. 

Désignons par m chaque molécule du premier liquide; par m' cha- 
cune du second; par M chacune du corps solide, avec des indices pour 
les distinguer. Représentons par r la distance entre deux molécules du 
premier liquide; par Kla distance entre deux molécules du second; 
par R la distance entre met M; par R' la distance entre m' et M, et par/> 
la distance entre m et m\ Nous aurons, d'après le principe des vitesses 
virtuelles, l'équation 

g%mU -h -SiSsmims/{ri^s)^ri^s -h S/S,m,.M,F(R/,,)8R/,„ 

Ja 

-^jg-Sm'8c'-h^S,S,mJm;/,(/,,,)8r;.,-hS,S,m;.M,F,(R',.,)8R',,, 

/, /,, F, F,, <p étant les attractions entre les molécules, dont les masses 
multiplient ces fonctions. Le premier membre de cette équation est 
égal à — XU, U étant la fonction de forces. 

Désignons parc et ç' les parties libres des surfaces des deux liquides; 
par £2 et £2' les surfaces suivant lesquelles ces deux liquides touchent 
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le solide; enfin, par T la surface de séparation des deux liquides. Soient 
encore p et p'ies densités de ces deux liquides. 
Nous aurons, en désignant par B, C, D, E, F, H, B', C, D', E', F' 

des constantes, 

S,S,/n,M,F(R,,,)8R/,, --iz -E 8i2, 

S,S,m;M,F,(R;.,)SR;.,--- - E'8i2', 



-SiSsmimsAn,s)^n^s = - 8(cr -+-12 -H-T) 4-C 8a + D 8u 4-.F 8T, 



- S,S,m>;/,(r;,,)8,-;,, ^ ^ 8(a'4- ii'-i- T) 4- C'8cr'-+- D'8J'-i- F8T, ^ 



2 " ' 2 

S„S»,m„/w;,^(/>„,^)8/?„,»,r= -H8T, 

C, D, F, C, D', F' étant nuls si l'on ne suppose aucun changement aux 
limites des liquides. Posons 

B B' 

2 2 ° 

et l'équation du principe des vitesses virtuelles deviendra 

(A) p8 fzdm 4- p'8 I z'dm' + pM 8îh- p'M' oj' 4- pN 8u 4- p'N' 8u' 4- x 8T = o. 

2. Développons d'abord l'équation (A), en supposant que le second 
liquide recouvre entièrement le premier. Soient R', R', les rayons de 
courbure de la surface a et ^, Ji, ceux de la surface T; désignons par 1' 
l'angle de raccordement de a avec la paroi, par /' le contour de <r' et 
par Sx' la distance de la ligne /' à la position infiniment voisine qu'elle 
prend après le déplacement virtuel. Désignons par 1,, l^, Sx, les mêmes 
quantités pour la surface T. Enfin, représentons par S/i, W, Sv les di- 
stances des surfaces a, 'x', T à ces mêmes surfaces après le changement 
virtuel. 
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D'après ce qu'on a vu dans le Chapitre I (n"* 8, 9), on obtient faci- 
lement 

8T = - J ( 1 + ^J 8v ^ -f-^ cos II 8X, dl,, 

8<2=: AX dl -\- fz\,dl,, 

8ii'm ÇlVdl'— Çll.dl,, 
I z dm z=z / ^1 ov cTTy 
8 fz' dm' = fz' In' d^' - fz^h dT, 

z' étant l'ordonnée de la surface c' et 5, celle de la surface T. Si l'on 
substitue ces valeurs dans l'équation (A), les intégrales en WS(/ et 
SvrfT seront 

et, comme le volume de chacun des liquides est constant, on en conclut, 
pour les équations des surfaces a' et T, 



M 



h et A, étant deux constantes arbitraires. 

On trouve aussi, dans l'équation (A), les deux intégrales 



Ap'M'cose'+p'NOôX't//', 
Axcosii-hpN— p'N')5Xi^/i, 
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qui doivent être nulles, quels que soient ^'et ^, ; on en conclut 

cosr = — ^,y cos/, = î— ; 

on a 

et, dans le cas où le changement de densité des liquides serait négli- 
geable à leur limite, cette formule deviendrait 

• * tf 

.•5 

Superposition d'une goutte de liquide à un autre liquide. 

3. Plaçons une goutte de liquide sur un autre liquide plusdense, que 
nous supposons assez large pour être regardé comme s'étendant indé- 
finiment. En prenant, par exemple, pour la goutte de Teau ou de l'huile 
et pour le liquide inférieur du mercure, les surfaces seront convexes. 
Pour simplifier, nous admettrons que la surface de la goutte est de 
révolution et par suite aussi la surface du liquide inférieur. 

p' est la densité du liquide de la goutte, p celle du liquide inférieur, 
T la surface de contact des deux liquides; nous aurons à faire 

ûii = O, 8i2' z= o 

dans Téquation (A) du n® 1, qui deviendra 

(D ) p8 fz dm -+- p'a Çz' dm' 4- pM OŒ -+- p'M' Od' H- X 8T -^^ o. 

Nous pouvons supposer que les déplacements virtuels laissent de ré- 
volution les surfaces a, g' et T. 



Admettons d'abord que, dans ce mouvement, le cercle aa' (Jig. lo) 
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suivant lequel se rencontrent ces trois surfaces ne change pas de gran- 
deur et reste fixe. Nous aurons 



8 fz' W= fz'on'da^-' Çz, 8v dJ, 



Nous allons supposer ensuite que le cercle aa' se modifie et chercher 
les termes qu'il faut ajouter aux expressions précédentes. Si l'on con- 
çoit que le point a se meuve dans un plan passant par l'axe de révo- 
lution, ce déplacement peut se décomposer en deux autres : l'un sur d 
et l'autre sur d', que nous allons examiner séparément. 

4. Faisons d'abord glisser le point a d'une quantité infiniment pe- 
tite ^ = aa^ sur <; et supposons que <t ne change pas au delà du paral- 
lèle du point «1. Dans la déformation, T viendra en T,, a' en (s\ et ses 
deux surfaces feront entre elles un angle très peu différent de celui 
qu'elles faisaient d'abord. 

Désignons par S'a, SV, d'T les parties de Sa, W, XT qui n'ont pas été 
calculées précédemment et qui dépendent de S^; représentons par h le 
rayon du cercle aa! et par /i, n\ N les normales menées au point a aux 
trois surfaces a, </, T et dirigées à l'intérieur de la goutte. Enfin posons, 
pour les angles de ces normales, 

(n, n')i=:i, (n, N)i=:y, (n', N) = u=/ — «; 



nous aurons 



8'<j =: — luh 8X, 

8'T= 2Tzh X bai^= 2itA8Xcos/, 

8V= — 27t/ixca = — 27t/i8XcosiV 

ab et a^c étant des normales aux méridiens de T, et <s\ 
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Ainsi, l'équation (D) renferme l'expression 

(E) 2i:AoX(— pM — p'M'cost-f-TCOsy). 

En second lieu, déplaçons le point a {/ig. 1 1) sur la surface <j' d'une 
quantité infiniment petite ^ = aa et supposons que g ne change pas 



au-dessus du point a. Dans la déformation, T viendra en T, et <i en df ; 
abaissons a/? normal à <7 et ak normal à T, . Les parties de 55<i, ST, te' 
dépendant de SX' sont respectivement 

— 2TZ h Xap zrz — 2Tzh oX' COSI, 

air/i X oik ■=: 9.Tz/i 8X' coS'j, 

— 2Tzh X na:= — 2Tzh oX'; 

ainsi l'équation (D) renferme l'expression 

(F) 2i:AoX'(— pMcOSI — p'M'-l-TCOSu). 

Les deux quantités ^ et Sx' étant arbitraires, les deux parenthèses 
des expressions (E) et (F) sont nulles. 

Si l'on supposait le déplacement du point a effectué sur la surface T, 
en désignant par 8L sa grandeur, on trouverait qu'il faut ajouter au pre- 
mier membre de (D) l'expression 

2ir/i5L(pMcosy 4- p'M'cosu — t), 

qui doit être également nulle. 

5. On a donc ces trois équations, qui ne renferment que les incon- 
nues i ety, 

(a) — pM — p'M' cosi -+- T cosy — o, 

{à) — pMcosi — p'M'-i-TCOsu— o, 

(c) pMcos/ 4- p'M'cosu — T z= o, 
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mais dont la troisième doit évidemment rentrer dans les deux pre- 
mières. 

Pour le démontrer, remplaçons \> pary — i, puis multiplions (a) par 
sin(y — i), {b) par - siny et ajoutons, nous aurons 

— pM[sin(y — /)— cosisiny] — p'M'[cos/sin(y — /) - siny] 

-f-T[cosy sin(y — /) — siny cos(y — 0] ' o; 

si l'on développe et qu'on divise par sin«, on trouve l'équation (c). 

On peut regarder (a), [b], {c) comme trois équations du premier 
degré dont les inconnues sont cosy, cosj et cos?, et l'on a 

cosy — ^ 1 cos u j-^ , 

. ^5_pjM»-p'»M'» 

ros z — ■ ■ • 

" :îpMp'M' 

Ces formules nous montrent que pM, p'M' et t forment les trois côtés 
d'un triangle dont les angles opposés h ces côtés sont u,y, t: —i. Con- 
formément au n^ 15 du Chap. I, regardons ^pM et ^p'M' comme des 
forces de tension normales au cercle aa' et tangentes aux surfaces a 
et g'. Dans le travail virtuel SU des forces capillaires, — ^t^T est la 
partie qui provient de la variation de la surface T, en sorte que gT peut 
être considéré comme une tension de la surface T qui agit tangentiel- 
lement à cette surface et normalement au cercle aa'; on en conclut ce 
théorème : 

Les trois tensions relatives aux trois surfaces rr, q' et T se font équilibre. 

Ce théorème, admis maintenant sans raisons suffisantes dans les Ou- 
vrages de Physique, était indispensable à démontrer. 

6. D'après ce qui précède, on connaît les inclinaisons mutuelles des 
trois tangentes au point a, menées aux méridiens des trois surfaces; il 
reste à former une équation pour déterminer leurs positions. 

Nous allons examiner cette question dans le cas où la goutte est très 
large, en sorte qu'on peut la regarder comme cylindrique dans une 
petite étendue {Jîg. 12). Supposons donc que les trois surfaces <7, <?', T 
se rencontrent suivant une ligne droite horizontale et qu'elles soient 

9 
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des cylindres dont les génératrices sont parallèles a cette droite. Soient 
a, a' et r^ les angles aigus formés avec un plan horizontal par les plans 
tangents menés à ces trois surfaces en leur intersection. 

Fi(j. 12. 

r _ O 

I 

•■ __ ^ ^ 4 

1 --ai 

I '" 

I y 

C- T 1 



L'équation de la surface a est (Cliap. II, n° 5) 



h(ê)T='-i^'' 



en mettant l'origine des z sur le niveau de g. Désignons par / la distance 
verticale d'un point a de l'intersection à ce plan de niveau. On déduit 
de l'équation précédente 







/* 


COSa 


I — 


2rt* 






a 


/-- 


2asiu 


2 



Désignons par H la hauteur de la partie horizontale plane de a au- 
dessus du niveau de g et par II, la hauteur de la partie horizontale de T 
au-dessous de ce même plan. Nous aurons ces deux équations seni- 
hlables à la précédente 



a' 

H 4- /— ^a'sin — 

2 



T^< 



Hi — l —- 2if sin - > 

en faisant 

M' -r/'S - -- -_^//-. 

P -P 

Supposons les points B et C sur une même verticale et admettons de 
plus que, en les points A, B, C, les surfaces g, g et T soient sensible- 
ment planes et horizontales. Concevons un canal dont les branches ver- 
ticales passent par ces points et soient réunies par une branche horizon- 
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taie qui passe au-dessous de la surface T; nous déduirons de l'équilibre 

de ce canal 

(II+II,)?' . II». 0, 

et, en remplaçant H et II,, nous aurons 

( a'sin-;- I h ^\u^ \^' - ( ^sin -^ -f- asin- Vo; 

or nous avons 

(a) a'—a-: /, Y, a- /■; 

l'équation précédente devient donc 

a'sin h bsiïï - lp'=r ( 6>sin -~ • i- « sin- ),s. 

On en conclut 

a'p'sin ^(? — ?') sin- 

tang- = . . î 

^(p-p')cos^ -hflrp-aycos^ 

formule dont le second membre ne renferme que des quantités con- 
nues. On aura ensuite a' et r, par les formules [a). 

Pour que l'équilibre de la goutte soit possible, il faut que les trois 
tensions g'pM, gf^V et g^ puissent se faire équilibre et par conséquent 
que la plus grande de ces quantités soit plus petite que la somme des 
deux autres. Si cette condition n'est pas remplie, le liquide le moins 
dense se répandra sur l'autre, jusqu'à former une couche d'épaisseur 
excessivement mince, à laquelle les raisonnements précédents ne se- 
ront plus applicables. Cette remarque a été faite pour la première fois 
par Marangoni, en i865. 

Figure d'équilibre d'une masse liquide soustraite à l'action 

de la pesanteur, 

7. Pour réaliser un liquide sans pesanteur. Plateau composa un 
mélange d'eau et d'alcool ayant exactement la même densité que de 
l'huile. Si donc on introduit une goutte de cette huile dans ce mé- 
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lange, elle y demeurera suspendue et prendra une figure d'équilibre 
sous la seule action des forces moléculaires. 

Appliquons les n°* 1 et 2 à l'ensemble de celte masse liquide. En dé- 
signant, comme précédemment, par U la fonction de forces, le premier 

membre de l'équation (A) du n"* i représente SU; si l'on suppose 

qu'on déforme infiniment peu la masse d'buile, sans changer la surface 
du liquide extérieur dans sa partie libre et dans celle qui touche le 
vase, le premier membre de (A) se réduit a tSï; ainsi on a 



O ' "' -- o 



J \Sl'^' Sij''' 



Le volume de la masse d'huile étant constant, / SvrfT est nul. Multi- 
plions cette expression par une constante C, ajoutons à SU et égalons 
la somme à zéro, nous aurons 



f[- Hk -' ^y "^y "^ 



pour l'équation générale de l'équilibre et, h étant arbitraire, on a, 
pour l'équation de la surface de l'huile, 

(i) -r -+- T- -- const. 

Pour que l'équilibre soit stable, il faut que la fonction de forces U 
soit maximum ; ainsi le volume se déformant d'une manière quelconque, 
il faut que SU soit négatif et, par suite, ST positif; donc la surface T 
est alors minimum. Si l'on assujettit la surface T à passer par des lignes 
qui la terminent, la même propriété subsistera. 

8. Supposons que la surface d'équilibre soit de révolution. Dési- 
gnons par C une constante arbitraire et par^r la distance d'un point 
de la surface à l'axe de révolution pris pour axe des z. L'équation (i) 
peut s'écrire 

dz 1 

du- I 

' :^2Ljr dx 



\ [■ ^ m] 
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Chap. 11, n** 14). Intégrons les deux membres, puis résolvons paf rap- 
port à dz^ nous aurons, en représentant par C une seconde constante 
arbitraire. 



dz :=: 



y/xl_(C^='4-C'p' 



et cette équation peut s'écrire 

, {x^ ±ab)dx 

dz — — - ._ y 

V/(x*— b^)i^a' — x^) 

a et b étant deux quantités positives, dont la première est la plus 
grande. Comme x^ peut varier entre a^ et è^, posons 



nous aurons 



x^ :— a* cos*«p 4- b^ sin*<p, 



, a*cos*9 4- ^*sin'o ibaô , 

dz^ ; ■ ^ ;-^^ =^ ^?» 

y a* cos*?p -h u^ siu'cp 



et si nous posons 



___ sja^—b\ 



k-=z ^ ' A(p i=:y/i — A^sin**^, 



nous aurons 



(2) z — ajtir^d^±bj-^' 

9. La seconde intégrale étant précédée du signe ±, prenons d'abord 
le signe -h, et, en nous servant des notations habituellementemployées 
pour les intégrales elliptiques, nous aurons les deux formules 

^ = ^,F(cp) + aE(?), 

qui expriment les deux coordonnées du méridien au moyen d'une même 
variable <p. 

Si nous faisons varier <p depuis zéro jusqu'à -> x décroîtra depuis a 
jusqu'à h. Prenons l'origine des z pour 9 = o, alors z croîtra depuis 
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zéro jusqu'à 
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9\ 



bF 



©•^"KD 



et nous obtiendrons Tare AB (y?^. i3). 
Continuons à faire croître ç de ^ à ::, x croîtra de 6 à a, et comme 

les intégrales ont la même valeur, prises entre e et -> ou entre - 

et - 4- c, il en résulte un second arc BC symétrique du premier. En- 
suite la courbe se composera d'une infinité de branches identiques à 

Fig. i3. 




ABC. La surface dont elle est le méridien a été appelée par Plateau un 
onduloïde. 
On a 



dx 



X' 



ab d^ _ (a-+- hy{ab — x^)x ^ 



donc la courbe méridienne a un point d'inflexion pour x = \^. 



LIQUIDES SUPERPOSÉS. 7I 

Si a = 6, la surface devient un cylindre droit 
Si a = 00 , l'équation difierentielle devient 



- hd,r 

dz = — > 



et le méridien est une chaînette dont Téquation est 



= *(e*' + e-0. 



X 

2 



Cette surface d'équilibre, appelée caténoîde, correspond à C = o et ses 
deux rayons de crfurbure principaux sont égaux et de sens contraire. 

Si 6 = 0, la surface est une sphère, elle est intermédiaire entre la 
famille des onduloïdes et celle des surfaces suivantes. 

10. Prenons ensuite, dans la formule (2), le signe — . Nous aurons 

5=:aE(^)-^.F(cp), 

X nu a A©. 

Faisons croître ç à partir de zéro, x décroîtra depuis la valeur a, et s 
ira d'abord en croissant. On a 

dz ab — x^ d^z — {a — bY(ab'^x-)x^ 

dx — I i ' <7r* ^ ï * 

l'ordonnée z croîtra donc jusqu'à la valeur de x = yjab^ qui correspond 

à la valeur de <p donnée par 

1 

a' 
Sja-\- b 

on en pourra déduire la valeur correspondante z^ de z par les Tables 
des intégrales elliptiques, et l'on en conclura l'arc AD [fig. i4). Puis ç 

variant de <p, à -> a? décroîtra do sjab \\ h et :; décroîtra de 5, à 



2 



»e(î)-.f(^); 



on obtiendra ainsi l'arc BD. En faisant varier <p de - à 77, on aura un 
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arcBEF symétrique de Tare ADB, La courbe est ensuite composée d'une 
infinité de branches identiques a ADBEF. La surface qui a cette courbe 
pour méridien a été appelée par Plateau un nodoïde. 



Fig. 14. 






11. Le méridien de l'onduloïde ou du nodoïde peut être obtenu par 
le roulement sans glissement d'une ellipse ou d'une hyperbole dans un 
plan sur Taxe de révolution. Le foyer de la conique engendrera en effet 
le méridien de la surface, comme l'a démontré Delaunay [Journal de 
Uomille, t. VI ; 184 1). 

Pour obtenir ces figures d'équilibre, Plateau commençait par établir 
dans le vase deux disques horizontaux et de même axe, et il formait 
un cylindre d'huile dont les bases étaient sur ces disques. En rappro- 
chant lentement ces disques, le cylindre droit se change en une portion 
d'onduloïde, dont le plus grand cercle parallèle est à égale distance des 
deux disques. Si l'on rapproche encore les plaques, on obtient une 
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portion de sphère, puis une portion de nodoïde, où n'entrent jamais de 
parties correspondant ji l'arc BD. 

Si, après avoir formé le cylindre précédent, on enlève avec une pipette 
de l'huile au milieu, on aura un onduloide qui aura son cercle de gorge 
à égale distance des deux bases. Jamais la grandeur de l'onduloïde ne 
dépasse la distance comprise entre deux cercles de gorge consécutifs. 

Si, au lieu de deux disques, on emploie deux anneaux de fil de fer 
qui servent d'abord de bases au cylindre, ce cylindre sera terminé par 
deux calottes sphériques convexes égales. En rapprochant les deux an- 
neaux, on pourra obtenir de même un onduloide ou un nodoïde, ter- 
miné par deux calottes sphériques convexes. 

Stabilité de l'équilibre d'un cylindre sans pesanteur. 

12. Occupons-nous de la stabilité de l'équilibre d'un cylindre d'huile 
placé entre deux disques parallèles dans le mélange de Plateau. Il ré- 
sulte des expériences de ce physicien que ce cylindre serait stable tant 
que sa hauteur ne dépasserait pas la circonférence de sa base; mais il 
deviendrait instable dès que la hauteur dépasse cette circonférence. 
Nous allons rechercher si cette proposition est absolument exacte. 

Il faut, comme nous avons vu au n*" 7, pour que l'équilibre du cylindre 
soit stable, que sa surface soit plus petite que toutes celles dans les- 
quelles elle peut se changer par une déformation très petite. 

Supposons d'abord qu'on déforme infiniment peu ce cylindre, de ma- 
nière que la surface conserve son axe de révolution et qu'elle reste une 
surface d'équilibre, de sorte que la somme des courbures principales 
sera la même dans toute l'étendue de la surface. 

L'équation du méridien de ces surfaces est (n'^8) 

dz 











X -j- 

dx 


2 


ou. 


si nous 


posons 


dx 
dz 


-p> 


» 
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Dans le cas particulier où cette surface se réduit à un cylindre, on a 
^ = o, et l'équation devient 

X— hC, 

2 

.r =r — itz -T V^i — 2CC'. 

Comme x a alors une seule valeur, nous devons supposer que le radical 
est nul; ainsi nous avons 

et, en désignant par R le rayon du cylindre. 

Pour l'onduloïde infiniment voisin provenant de la déformation du cy- 
lindre, C et C doivent prendre des valeurs infiniment peu différentes 

I . H 

ÎY -I- c, h r, ; posons aussi 

II sera infiniment petit, et, comme /> l'est aussi, l'équation (i) deviendra 

R du 

riz = • — —-= --. 7 



et, en intégrant, on aura 

(2) rrr — ^VC COS , = ^ 4- I>, 

D étant une constante arbitraire. La valeur de u s'annulera pour des 
valeurs de z distantes de tzW. Le radical devant être réel, on en conclut 

(3) - R-£ — 2T, :-o. 

Calculons l'aire S de la surface; nous aurons 



^ ^rz. 2TZ j œ \h -\- p'dZj 
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puis, en posant 

A =1 — RH - 2 Rr., B = - 2Rn, 

nous obtenons 

. / 3 RI \ Rîç H« 

= — VA -H R M — M* -}- R £ — T^i arc cos — T=rrTr .■— -t- consl. 

\ » / v^-RU-2R7i 

ou, d'après la formule (2), 

Uq^Zq étant les valeurs de Uy z sur la base inférieure, et les lettres w, z 
sont conservées sans changement pour la base supérieure. 

Exprimons ensuite que le volume n'a pas changé. On a, pour ce vo- 
lume, 

V = — 2iîRVA 4- R« — u^ -\- tA\'{\\ 4- R) arc cos — ^^— h const., 

V/A 

et, si 5 — :;o ^st plus petit que sttR, on déduit de (2) 

Le volume du cylindre est donné par le premier terme; il faut donc que 
la partie restante de V soit nulle, ce qui donne 

V^ 4- R" — u^ — v^V 4- R//o— "3 = — Rs(^ — -^o)* 
Remplaçant dans S, on a 

et, d'après l'inégalité (3), S est toujours plus grand que la surface du 
cylindre 277R(5 — -3,,). 

Donc, si la hauteur du cylindre est moindre que la cirvonfèrence de ses 
bases, sa surface latérale est moindre que celle de l*onduloïde infiniment 
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voisin dans lequel le cylindre peut se changer. Ce cylindre ayant donc été 
ainsi déformé, il tendra à reprendre sa forme première. 

13. Nous allons considérer une autre déformation du cylindre, en 
supposant encore que sa hauteur soit plus petite que la circonférence 
27:R de sa base. Concevons que le cylindre se change en une surface de 
révolution dont le méridien ait pour équation 

{a) X —.\\ — (X -h ^siii-y^> 

OÙ [A et h sont infiniment petits, et supposons Taxe des x mené à la 
moitié de la hauteur du cylindre. 

Désignons par 2 A la hauteur du cylindre; nous aurons, pour expres- 
sion du volume de révolution. 



Y z^Tz I X- dz, 



et, en remplaçant x par sa valeur (a), 

\=2Tzh I (R - fx)* -H - J - — Sm-y- . 

Ce volume est égal à s-R^A; on en conclut la valeur de [a 

... b^ b^ l . o.rJi 

Calculons ensuite la surface; nous aurons 

r , ' C r ~b^.^ ,173 j 

b =: 'iT. I X as ^=:: 2r. I X i/ I H y— cos- -j- dz 



= 21T n R— |x-h ^sin^ j f 1-1 ^ cos*~ j^/^. 



En efiectuant le calcul, on obtient 



b — ^r.Rh -\- 2rJ— 2iLh -\ RAh — y— sjn-y-j; 
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remplaçons [j. par la valeur (6), et nous aurons 

La surface du cylindre est /ituRA, et, pour reconnaître si S peut être 
plus petit que cette surface, il suffit d'examiner le signe de la quantité 

{c) ^ (ti'R'- l') + (tt'R'h- ^) sin -^- . 

Supposons 



A < Rt: < /, 



nous pouvons alors poser 



sin := — sin 2Tt A', 

c 

et, si nous prenons k entre zéro et -> sin -^ sera négatif; par suite, 
l'expression {c) le sera aussi. Il en résultera toutefois 

-r>-> /<2/^, 2/z>R7:; 
12 

ainsi ce calcul suppose la hauteur du cylindre comprise entre ttR et 27:R. 
Remarquons que, en opérant comme nous venons de le faire, on rend 
négatives les deux parties de l'expression (c); ce qui n'est pas néces- 
saire pour que cette expression soit elle-même négative. Il en résulte 
que l'instabilité de l'équilibre du cylindre commence pour une valeur 
de sa hauteur notablement inférieure à -R. 

14. De ce qui précède, on doit conclure que Plateau s'est trompé 
quand il dit au § 418 de son bel Ouvrage {Statique expérimentale et 
théorique des liquides) : 

« Pour tout intervalle des bases moindre que leur circonférence, la 
» surface du cylindre est minimœ areœ d'une manière complète, c'est- 
» à-dire à l'égard de toute espèce de petite déformation. » 

Cette proposition n'étant pas exacte, il faut maintenant s'expliquer 
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comment Plateau a pu admettre, d'après ses expériences, que le cy- 
lindre est stable, quand sa hauteur ne dépasse pas 27:R. 

Il faut d'abord remarquer que si, dans la déformation, la grandeur 
des bases de la figure vient à changer, la variation 55U ne se réduira pas 
h — gT ST, comme nous l'avons trouvé (n^ 7) ; mais, si nous désignons 
par Uq et u les variations des rayons des bases et par b^ une constante, 
nous aurons 

Si les bases se rétrécissent, le second terme est négatif; SU peut donc 
être négatif, sans que son premier terme le soit. Remarquons aussi que 
le liquide peut être un peu maintenu par les disques à cause de l'adhé- 
rence et du frottement. 

Toutefois ces raisons ne suffisent pas pour expliquer comment, d'a- 
près l'expérience, l'équilibre est stable tant que la hauteur est plus 
petite que 27rR. Mais les déplacements très petits que l'on communique 
ordinairement à la colonne liquide, et par exemple en donnant un mou- 
vement vibratoire au vase, ne sont pas absolument quelconques. On 
conçoit que, en se déformant, la colonne liquide ait une tendance à 
passer par des figures d'équilibre. C'est, en effet, ce qui a été reconnu 
par Plateau. Alors, d'après ce qu'on a vu au n° 12, le méridien de la 
surface devient une sinusoïde dont le pas est égal à 2 7:R, et la surface 
déformée est plus grande que celle du cylindre, si la hauteur de 
la figure est inférieure à 27: R. 

15. Plateau a étudié expérimentalement les déformations succes- 
sives d'un cylindre très allongé d'un liquide sans pesanteur, dont les 
deux bases sont au contact de deux disques horizontaux. En faisant 
vibrer cette colonne, il y produit des ventres et des étranglements qui se 
suivent régulièrement, et, quand la figure se rompt, elle se partage en 
deux ou trois espèces de sphères qui se succèdent aussi régulièrement. 
Béer, qui a calculé le premier l'onduloïde et le nodoïde, a aussi étudié 
ces faits par l'analyse [Einleitung in die Elasticitàt und CapiUantàt); 
mais on doit toutefois remarquer que c'est après avoir admis certains 
faits d'expérience qu'il en calcule d'autres rigoureusement. Remar- 
quons aussi, comme l'a déjà observé Plateau, que quand les surfaces 
d'équilibre ne sont pas minimœ areœ, en sorte qu'elles ne sont pas 
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Stables, on ne doit pas les regarder comme des surfaces maœimœ areœ, 
ainsi que l'a fait Béer. Ces surfaces de révolution sont en général mi" 
nimœ arecBy parmi les surfaces qui renferment le même volume, entre 
un cercle parallèle donné et un autre cercle suffisamment rapproché. 



Figures d'équilibre d'un liquide sans pesanteur^ qui ne sont pas 

de révolution. 

16. Les surfaces renfermées dans Téquation 

I I 

jT -f- TT- -- const., 

et qui ne sont pas de révolution, ne peuvent pas être fermées; mais on 
peut obtenir, dans l'appareil de Plateau, une masse d'huile terminée 
par une pareille surface, en l'assujettissant a passer par deux fils de 
fer qui la limitent. 

Au lieu de soustraire une masse liquide complètement à l'action de 
la pesanteur, on peut rendre cette action excessivement faible et négli- 
geable vis-à-vis des forces moléculaires. Pour cela. Plateau forme une 
ligne fermée gauche au moyen d'un fil de fer, et il la plonge dans un 
liquide convenablement choisi ; après que le fil est retiré, une lame 
mince de liquide terminée à ce fil peut se maintenir un certain 
temps. 

La lame étant soumise sur ses deux faces à la pression de l'atmo- 
sphère, la pression normale provenant de l'action capillaire doit être 
nulle; ainsi l'on a 

(A) k^k = '' 

pour la surface d'équilibre afiectée par la lame. Les surfaces que 
nous avons considérées précédemment sont minima pour un volume 
donné qu'elles devaient renfermer; celles-ci sont minima sans condi- 
tion, pourvu toutefois qu'on n'en prenne pas une trop grande éten- 
due. C'est aussi seulement dans ce cas que l'équilibre sera stable et, 
par conséquent, que la lame liquide pourra se maintenir. On recon- 
naît que ces surfaces sont minima par la formule qui donne la varia- 
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tion de leur aire quand on passe à une surface infiniment voisine 



0(1 



=^-/(ïï + ïï;)'«''' 



(Chap. I, n"" 8 ) ; Télément hi de normale étant quelconque, il faut, pour 
que Sç soit nul, qu*on ait Téquation (A). 

Les surfaces fournies par l'équation (A) ont été étudiées par Monge, 
MM. Ossian Bonnet, Sclierk, Schwarz, Enneper. Plateau a cherché 
d'abord à reproduire quelques-unes de ces surfaces qui avaient été défi- 
nies d'une manière particulière par ces géomètres; puis il a reconnu 
expérimentalement que, par un contour donné, on peut en général faire 
passer une lame mince et par conséquent une surface satisfaisant à 
l'équation (A). 

Riemann a précisément soumis à l'analyse les surfaces fournies par 
l'équation (A) et qui passent par des lignes limites données; mais on 
ne voit pas dans son Mémoire d'équations de ces surfaces sous forme 
finie. 

Poids des liquides superposés dans un tube capillaire. 

17. Supposons deux liquides renfermés dans un tube capillaire, le 
plus léger de densité p', le plus lourd de densité p, et le tube plongé aussi 
dans ce dernier liquide. Soient h' et h les hauteurs moyennes des deux 
liquides dans le tube, au-dessus de la surface de niveau dans le vase. 

Imaginons un abaissement infiniment petit de même grandeur, re- 
présenté par — SA, pour tous les points du liquide renfermé dans le tube, 
et par SA, l'élévation correspondante de chaque point de la surface ex- 
térieure. Appliquons l'équation (A) du n" 1 ; nous aurons d'abord 

j zcifn zizi — oh j z dx ci Y + / ^ ^^'i dx dy; 

Z, dans la première intégrale du second membre, représente la hauteur 
d'un point de la surface du ménisque et dans la seconde intégrale la 
hauteur d'un point de la surface du liquide du vase; les indices 6 et B 
indiquent que les intégrales s'étendent aux sections 6 et B du tube et 
du vase. 
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La valeur moyenne de la quantité positive SA, esta (Vi comme 6 est 
à B, et comme z n'a que de très petites valeurs dans la seconde inté- 

grale, elle est négligeable. Ainsi ^ 1 zdn se réduit à — h/iM. 

En considérant la même quantité pour le liquide moins dense, on 
aura 

On a ensuite 

07 z= O, 07 =i: O. I — - (), Oli -.T. (>, 

et si Ton désigne par /et L les périmètres des sections du tube et du 
vase, on a 

OJ - - - /o// ;- L 0//p 

mais la quantité N8^ de la rorn)ule(A) doit être remplacée par ces 
deux parties 

— .\ / o// H- N, L o//, _- . - N / o// -r- Ni L |T o//, 

en désignant par N, ce que devient N quand on passe du tube au vase ; 
toutefois le second terme est négligeable devant le premier. 
Ainsi l'équation (A) du n'* I deviendra 

(11) Zh/, r-y/M/V -h) . SN/, 

et si Ton fait (Cbap. I, n'' 9 j 
on obtient 

(K) ://// f-p7y(//--//) ^s/Mcos/. 

Le premier membre représente le poids du liquide soulevé dans le tube, 
et l'on trouve ainsi ce théorème donné parLaplace : Le poids du liquide 
soulevé dans le tube ne dèpcn^l que du liquide inférieur. 

18. Il faut toutefois remarquer que, si le liquide inférieur mouille 

le tube, on n'a pas en général N = — Mcos/ = — M, en faisant / =o; 

mais, d'après ce qu'on a vu (Cbap. I, n*" 10), / peut être imaginaire, et 

l'on a alors — N>M. Le poids soulevé pourrait donc être plus grand 

1 1 
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que celui qui est indiqué par la formule (K), et la détermination expé- 
rimentale de ce poids pourrait servir à calculer N d'après (H). 

On doit observer que, dans la formule (H), on ne peut supposer que 
le liquide Supérieur disparaisse complètement, parce que l'angle de 
raccordement du liquide inférieur avec le tube varierait brusquement. 
Cependant personne ne me semble avoir fait cette remarque. 

Citons une expérience de Thomas Young qu'il a donnée comme étant 
en contradiction avec la théorie de Laplace. Une petite goutte d'huile 
était introduite par le haut dans un tube capillaire qui renfermait de 
l'eau, et la surface supérieure de l'huile s'est abaissée au-dessous de 
la surface primitive de l'eau. 

On peut expliquer ainsi ce fait. Admettons que l'angle de raccorde- 
ment de l'eau avec le verre ne soit pas zéro, mais un petit angle que 
nous appellerons i. Désignons par H la hauteur à laquelle s'élève l'eau 
dans le tube mouillé préalablement par ce liquide; nous aurons 

Enfonçons le tube de manière que l'eau vienne jusqu'à l'extrémité su- 
périeure, puis introduisons une très petite goutte d'huile et relevons 
le tube; nous pourrons alors appliquer la formule (K), qui montre que 
le poids soulevé dans le tube capillaire sera moindre que précédem- 
ment. On comprend donc que, si la goutte d'huile est très petite, la sur- 
face supérieure de l'huile dans le tube se trouve plus bas que la surface 
de l'eau quand le tube ne renfermait que l'eau. On voit de plus que 
cette expérience, faite avec précision, pourrait servir à déterminer 
l'angle /. 

19. Supposons que le tube capillaire soit formé de deux matières 
différentes, séparées par une section droite. Si le liquide supérieur 
reste au-dessus de cette section, la formule (H) subsistera, N désignant 
une constante relative au liquide inférieur et à la partie supérieure du 
tube, ainsi qu'on le voit d'après le raisonnement qui a servi à établir 
cette formule. 

Si le liquide supérieur est en partie au-dessus, en partie au-dessous 
de la même section, désignons par N, et N', ce que devient N quand on 
prend la partie inférieure du tube avec les liquides inférieur et supé- 
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rioiir. Il faudra, dans la formule (A), remplacer 

NSj par -Ni/ 5//, 

N'aj' par -N'/3// i-N;/o./, 

et, au lieu de la formule (H), nous aurons 



8'i 



Enfoncement dun tube capillaire dans un rase renfermant 

deux liquides super/yosc's, 

20. On a un vase indéfini renfermant deux liquides. Plongeons-y 
verticalement un tube capillaire et cessons d'abord de l'enfoncer quand 
l'extrémité inférieure du tube rencontre le fond CD du liquide supé- 
rieur {fig. 1 5); alors le tube ne renfermera que du liquide de densité p', 
et si nous désignons par >. la longueur moyenne de la colonne soulevée 
dans le tube au-dessus de CD, par H' la hauteur moyenne de la surface 



Im{j. ij. 



l'ig. i6. 



C 



It 



I) 



C 



V 



du ménisque au-dessus du niveau AB du liquide supérieur et par /• la 
dislance des niveaux AB et CD, nous aurons 

X W 1-/.. 

Continuons à enfoncer le tube. La colonne \ du liquide supérieur res- 
tera dans le tube, et il s'y introduira de plus du liquide inférieur 
[fig. i6). Désignons par h la hauteur moyenne du ménisque inférieur 
au-(^ssus de CD et remarquons que, d'après le théorème du n" 17, le 
poids soulevé au-dessus de CD, s7> a h- ^bh, ne dépend pas de la nature 
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(lu liquide supéririir; nous aurons, si l'angle i est réel, 

H étant la hauteur à laquelle s'élèverait le rujuide inférieur dans un 
tube capillaire, s'il existait seul. En remplaçant \ par sa valeur, on a 

équation qui détermine //. 

21. Enfonçons le tube davantage et de manière que Textrémité infé- 
rieure plonge dans le liquide plus dense et l'extrémité supérieure dans 
le liquide moins dense. 

Concevons qu'on donne un très petit déplacement vertical de haut 
en bas aux molécules du liquide intérieur au tube et le même pour 
toutes; puis appliquons l'équation (A) du n" 1, nous aurons, en dési- 
gnant par h la hauteur moyenne de la surface de séparation des deux 
liquides dans le tube au-dessus de CD, 

I :: dm -= — hh o//, / z' dm' —z h h o//, 

et l'équation du principe des vitesses virtuelles deviendra 

_ s Idi H- p' Idi _ N / M- N7 --- ( .. 

Or, Il et H' étant l'élévation moyenne du premier et du second liquide 
dans un tube capillaire, on a 

et, en remplaçant dans l'équation précédente, 

(p_pM//-^?H-p'H'. 

Sur la hauteur des sommets de deux liquides superj)oses dans un tube 
capillaire et ci/vulaire qui plonge dans le liquide inférieur. 

22. Deux liquides étant superposés dans un tube capillaire vertical 
dont la section droite est un cercle, désignons par z' la coordonnée de 
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la surface (lu liquide supérieur ot par 5 celle de la surface de sépara- 
tion des deux liquides. Comme au Cliap. II, désignons la quantité posi- 
tive M par a^ et M' par a"^; la quantité 






remplace fl'^, quand on passe de la surface supérieure à la surface de 
séparation. 

La coordonnée z' de la surface du liquide supérieur ne diffère que 
par une constante de celle qu'on aurait s'il n'existait que ce liquide, 
puisque le ménisque reste le même. On aura donc, /' étant une con- 
stante inconnue (Cbap. II, n° 14), 






avec 

" ros i' 3 a- (I I - si 11 / ) cos / 

1' étant l'angle de raccordement du liquide supérieur avec le tube. De 
même, i^ étant l'angle de raccordement de la surface de séparation, on 
aura, pour l'ordonnée de cette surface. 



z, — l-sJc^-.r^.\.-J-\o 



''' i.../''-^V<'ï--^' 



.,,t^ '>.r^ 



_ r /' Inriir'^ 

* ' COS/'i 3//[ ( I : Sill/j ; cos/. 

Les quantités /et /' sont deux constantes qu'il faut calculer. 

Si l'on suppose qu'on a déterminé expérimentalement la distance /î 
des deux sommets, on aura 

{a) r .... I -^J, ^ c - c,. 

Si, au lieu de cette donnée, on connaît le volume -ri de la masse supé- 
rieure, cette équation sera remplacée par 

Ensuite, comme nous savons que le poids du liquide soulevé dans 
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le tube est — p.27:rN (n" 17), nous aurons 



ou 



71 p' / (z' — z).r rf,r -h 9. ir p / z.r dx z=z — p 2 t: /* N 
p' / z'.rdr-\-(p — p')l CJT r/.r =z — prN. 



L'équation (c) avec {a) ou {b) détermine /et /'. 

Si l'on se contente d'une approximation où l'on regarde les sur- 
faces des deux liquides comme sphériques, on aura 



z' — V — i/f* — ./•-, c — 



r 



cos/ 



- ^:[^ \VÎ - .r\ r, = 



/• 



ros/, 



et l'équation {c) deviendra 



r/'/'^ I ^ I 1 "//•- I ' I "I 



Si l'on a l'équation {a), on en conclura 



A-hc — c, + j-(c= — /•») 



.1 

2 



2 c' 

3 7^ 



Si c'est, au contraire, l'équation (fe) à laquelle on doit satisfaire, on ti- 
rera de cette équation et de {c) 



z.r d,v -: — "Sr — > 

• u 



.0 '< 



X 



/• 



p p' /'■ £ 

z' ,r d.v zTz — N/- T- — — ^î 

P 2 



ou, en remplaçant les deux intégrales par leurs valeurs déjà employées 

ci-dessus, 

2 . . 2 /• 



/ — — -N— ?-£ —^i/* langui*, 4-^7 , . 



r » 
I 



2 /• 



/• .^ 3 " 3 cos'r 
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SUR LA SUSPENSION D'UN LIQUIDE DANS L'AIR AU MOYEN 

D'UN TUBE CAPILLAIRE. 



Suspension dan liquide par un tube vertical de résolution. 

23. Supposons que la surlace intérieure du tube soit Je révolution 
et qu'elle ait son axe vertical [fig. 17). Les surfaces inférieure et supé- 
rieure BCB' et AC'A' du liquide suspendu dans ce tube seront aussi de 
révolution autour du même axe. 




Désignons respectivement par z et :;' les hauteurs des points des sur- 
faces BCB' et ACA' au-dessus d'un plan horizontal. Si R, R, et R', R', 
sont les rayons de courbure principaux en un point quelconque de ces 
surfaces, on aura 



(«) 



1 1 



/ 



a 



\\' "^ r; "~ 



a 



Je dis qu'on doit prendre la même constante k dans ces deux équations. 
En effet, désignons par h et h les valeurs de z et :;' aux deux sommets 
C et C et par y et y les rayons de courbure en ces points, nous aurons 



h'- It^ 






OU 



-,n/''-/'r^A'p^'-( :? — -^ ); 



car cette équation exprime que le poids d'un filet vertical liquide, com- 
pris entre les deux sommets, est égal à la différence d'action des deux 
ménisques qui terminent ce filet. Or l'équation (2) se déduit des équa- 



fH 



JtiP' 



ion- n^TirtnrTï»^^' v *- \>r ' t.i\i^, -i nonrrp ni I railait premtre Li 



/. - 



IZ 






D*r ::* -w^MnilH !** •>*> ^-niarinn-. >n ir* lliao. T. T' ti 



I 
I 
j. 



^ - 



;*V^f» 



z^- 



,.fl- 



1* 



..r- -,*• 



— im 



♦m trauv»* 



.i.*îi 



!! 



— SJ 



« * "L ~_ ^ 

b <t^^fi>«^ E»^ âv.*»: I;i v^rtl.ral*^. S: r«Mi oHUtait ïe? |H}$itioiis des 

y^piui^t A tl B, Ii»ti anç^•ft^!^ /et / !î«^ i^-f I:ir^at Lixiiiied:;&tenieat de Tangle i 

Urifr ^oattede liqaî'i-^ rUnt pUree daa^ aa p^ur^il tabe« réquîlibre 
ne s\ établira pas eo geQrrra[ sans na •iepLacem.eac de toote la gootte 
qui montera on de>»:eQdra. P*>ar tn>aTer $;à po<sîtioD d*éqoilibre« il 
faudra exprimer qu'aux [»*>inl5 A et B les o»rdoQDêes z et 5 des mé- 
nisques coïncident avec la co*>nl«>nQee z du mêridrea du tube« et que 
la goutte a un volume donné. Les li^es tn^nometriques dey et y* 
doivent d'ailleurs se déduire dt- requatii^n du méridien AB. 
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Suspension (Van liquide dans un tube conique vertical . 

24. Pour qu'une colonne liquide d'un volume donné reste en sus- 
pension dans un tube conique dont Taxe est vertical {fig. i8), il faut 



/ : - 



' ; '^ 




que le sommet du cône soit en haut si les ménisques sont concaves, et 
en bas s'ils sont convexes. Considérons le cas où ces surfiices sont con- 



caves. 



Désignons par 2^ l'angle au sommet du cône et par i l'angle aigu de 
raccordement; enfin pary et/les angles aigus du plan tangent au bord 
des ménisques inférieur et supérieur avec la verticale. Nous aurons, 
BV et AV étant deux verticales, 

THV -^j = / i- 3, TW =-/ = /- ?. 

D'après le numéro précédent, en négligeant des termes très petits, 
on aura, pour les coordonnées z' et z des surfaces AIA' et BKB' qui 
terminent la colonne liquide. 



z' h H j—^ ■\- ., , - 

/•' .) cosy 


V cos'/ 


■y 
- .f ■ 


o. a^ cos / ">. r 


^./ '■' . 


- y- 



/• 



Désignons par Z' et Z les valeurs de :;' et z sur les bords des mé- 



12 



^ 3î . i-^:- rr. 

« 

iMMiu'" !•! î*«»u* .' -•* ' !»'.!- --^iriiTr'i- =!.• — '1 r *^" r. T««ii3- «lirons 



\ 



« ■ 



-0 ^ SI' r 



■ 1 1 » 



iitllT- 



.;:!. 



— ' ^ z - . . - -ill — -Il 

- i / - : • - — -II. * — ;r" , 

^upf#*.^M>ll^ 'ju*' Ji'.'iif '.(•iLjii .«lif k^ î*i»i •rijitiiii-'ts T vî r Si fnntîr du 



f -«^ » 









c 


V •;- *■- .* 


*f 




î^^rj;;': 


• 


■»#w 






J 





— :aiïr 



uni: 



Ui'i^'i'/.Hhus ^tét fn"^ \^ volume donntf de la îî«>uUf, nous aun>ii> 

V 



ou 



/ 



I /// , /' / ^ // 



/ ' 






' t;iii'/'^ 
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Les trois équations (i), ['2], (')) serviront à déterminer les trois quan- 
tités /% /', k. 

25. Dans ce qui précède, j'ai supposé que la verticale ne rencontre 
jamais la surface ALV qu'en un point. En particulier, elle rencontre 
cette surface vers son bord en deux points si l'angle i est nul. Si la sur- 
face ALV est traversée en deux points par la verticale, nous aurons 
/' = ? — i\ mais, dans les formules précédentes, il faudrait changer le 
signe dey', comme on le voit facilement. On peut donc conserver les for- 
mules précédentes en regardant/ comme négatif. 

Considérons le cas où t est nul, nous aurons y = [i, / — — [i, et, en 
retranchant (i) et (2), nous aurons 

^1— I )[-— ^ -h tan- '] — T. ^ ï 

, -, t / ' 3 lan{;> X 'K- / ' i / ■• 

3^ ■ Viang;i ^ cos-;; / 3 cos»;^ 



L'angle [ï est très petit; si de plus la longueur de la goutte est très pe- 
tite par rapport à la distance du milieu de la goutte au sommet du 
cône, on pourra écrire ainsi ces deux é(|uations 






(''- - '" ) ( r— ,: -7- I = -y » 






lanj^'i 3 



Eliminons /-- /' entre ces deux équations, et nous obtiendrons cette 
équation du troisième degré 

Xt.u- tanj;[i./''— 3//r'r--h i'mr^a^ tan^[i — o, 

qui permettra de déterminer / . 



Inclinaison sous lafjuelle il faut mettre iiuie dan tube conique pour 
(juune goutte reste suspendue à un endwit donné du tube. 

26. Pour résoudre cette question, je suivrai exactement l'analyse 
de Laplace. 
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Soit AA'BB' le cône intérieur du tube qui a son sommet en S 
[fig. If)); soit c/A'h la colonne liquide et supposons les extrémités con- 
caves; on peut regarder la goutte comme de révolution. Désignons 
par 11 et R' les rayons de courbure de ep/el hp*k aux sommets d ety?'; 



s "^'•.-■.:^ 




R est < R'. Considérons un canal infiniment étroit /Jp'; la différence 
d'action des deux ménisques est égale h la quantité 



•'•^■'"'(fr"iF) 



multipliée par la section droite du filet, et fera avancer ie liquide vers 
le sommet si le tube est horizontal. 

Déterminons les rayons de courbure R et R', en supposant les arcs 
vfy hk circulaires. Désignons par 2/ la longueur/?/?', par 2p l'angle au 
sommet du cône et par \ la longueur SP, où P est le milieu depp'. 

Menons la tangente cC et la normale eO; désignons toujours par / 
l'angle fieC de raccordement; nous aurons 

l( -^ ___^ .—■ ' j 

/ - SI langfJ, SI :3. S/; - î/; im X - / - U[i — sin(£ — ?)]; 

en remplaçant dans la première équation, on obtient 

, À - /— l{|i — sin(/— [:J)J, ^ 

cos( / — 3) ^ 

Tirons R de cette équation, en ayant égard à ce que p est très petit, el 

nous aurons 

ij (À — /)siii3 

Il : r— 7. • 
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On trouve dr même» 



|{ 



A I- /) siiiji 



On a donc 



I 
R 



r 



I / Cos/ siii 
si n '^ \ X 7~ 



sin:i 



COS^ - Slll 4 



cos/ — sin Ji\ 

TT- / ~" i 



cos/ 



Àsiii^i 



/ 



(■-;,)■-( 






y. 



/ 



' ■!) 






et, en négligeant des tt^rnies très petits, on a 



./ I I \ , . /«os/ 






Supposons que le tube soit incliné à Thorizon d'un angle I; le poids 
de la colonne cylindrique divisé par la section du tube au point P sera 
a/^'-p et sa composante suivant Taxe du tube sera égale à 2/^psinI. Il 
faut pour réquilibre que cette quantité soit égale a la précédente. Ainsi 
l'on a 



sinl 



•jt<'/-(:os/ I 



'>(i 



siii3 X^ ' \l 



Le second terme étant en général très petit vis-k-vis du premier qui 
renferme sinp en dénominateur, le sinus de l'inclinaison est a peu 
près inversement proportionnel au carré de ).. 

27. Considérons ensuite une goutte de liquide comprise entre deux 
plans qui se touchent par un bord, en faisant un angle très petit. Si 
le plan bissecteur est horizontal, cette goutte sera a peu près circu- 
laire et analogue à une poulie. Supposons que, en inclinant ce plan 
suf l'horizon, la goutte soit assez large pour que, vers le milieu de sa 
largeur, sa surface puisse être considérée en haut et en bas comme cy- 
lindrique, la génératrice des deux cylindres étant parallèle à l'inter- 
section des deux plans. Nous regardons toutefois la longueur de la 
goutte comme très petite par rapport à la distance du milieu de sa lon- 
gueur à l'intersection. Alors le raisonnement et la figure qui précèdent 
seront applicables; les lignes SB et SB' représenteront les coupes des 
deux plans donnés, SOC leur plan bissecteur, epf, hp'k les surfaces 
cylindriques. 
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En considérant comme précédemment un tilet pp de section w, on 
trouvera 



.^p«^(n - w) 



to 



pour la diirérence d'action de ses deux ménisques et l'on aura pour la 
composante verticale de son poids 2/o)^psinI, I étant Tinclinaison du 
plan bissecteur sur l'horizon. Donc, si la goutte reste en équilibre, la 
valeur de cet angle sera donnée par cette formule : 

. , _ <^" cos/ I <r 

Siil l — — . — :— ^-T -r — -, • 
SHlp A- A/ 

On voit donc que, pour l'équilibre d'une goutte suspendue dans un 
tube conique ou dans l'intervalle de deux plans à une même distance 
de S, on devra également incliner sur l'horizon l'axe du tube et le 
plan bissecteur si l'angle des deux plans est égal à la moitié de l'angle 
au sommet du cône. 

Dans ces expériences, il est utile de mouiller le tube et les deux 
lames; car, sans cela, le frottement jouerait un rôle qui ne serait pas 
négligeable. 

Suspension dun lùjuidc dans un lubc cyliiulrique cerlical, 

28. Si l'on applique la théorie précédente au cas où le tube est 
cylindrique, les deux ménisques tournés en sens contraires sont alors 
identiques; et en faisant •'= T ^^"^ Téquation (2) du n** 23, on trouve 
Il ^ h. L'équilibre de la goutte ne serait donc plus possible. L'expé- 
rience prouve cependant qu'une petite quantité de liquide peut rester 
suspendue dans un tube cylindrique vertical si le tube n'est pas mouille 
intérieurement au-dessous du ménisque inférieur, et l'on ne peut ex- 
pliquer ce désaccord qu'en admettant un frottement du liquide contre 
le tube. 

Le frottement du li(|iiide sur le tube étant supposé du même ordre 
de grandeur que la cohésion, le liquide tendra à tombèrent, mais 
sera retenu en U près de la paroi [Jig. 20); le ménisque inférieur s'af- 
faissera donc et l'angle de raccordement augmentera. 
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Désignons par /la longueur AB comprise entre les bords des ménis- 
ques; si le liquide a un mouvement suivant Taxe du tube, la force de 
frottement contre le tube sera 27ur^, /étant un coefficient. Imajçinons 
un déplacement vertical et descendant de translation commun h tout 

FÎR. 20. 



n 



\/ 



c 



c 



h" 



le liquide, et, en regardant les deux surfaces ACA', BC'B' comme 
sphériques, nous aurons 



I cos'i \3 3 / 



cos* / \ .1 3 



sm/ 



,7 



g^ Ih < o 



OU 



(^) ^(/>.A'P'' 



/ r l'y. I . , . . A 
cos* i ^ s .> / 



/• 



oos*/'V3 3 






sm; 



,7 



/ et i étant les angles aigus de raccordement des surfaces supérieure 
et inférieure avec la paroi. Quand il y aura égalité entre les deux mem- 
bres, la valeur de / représentera la longueur maximum de la colonne 
liquide qui peut rester suspendue. Réciproquement, si Ton détermine 
cette longueur maximum par l'expérience, on en conclura la valeur 
de/. 

Désignons par irMf la résistance opposée par le frottement pour 
empêcher le mouvement; nous aurons 



(M 



ilf^S^rW, 



en représentant, pour abréger, par H la quantité mise entre crochets 
dans l'inégalité (a). 



<)() CIIAIMTRE iii. 

Considérons un filet vertical IIB'A'l à section droite rectangulaire 
dont un des côtés ds est sur la surface du tube. Désignons par P le 
poids de ce filet, par V la composante verticale de. la différence d'ac- 
tion des deux ménisques qui terminent le filet et par D la différence 
de l'action verticale du tube sur ces deux ménisques; nous aurons 

|> - If'fls z V-- I). 

Or P = V pour tous les filets verticaux, et cette égalité a encore lieu 
tout près de la parois on a donc 

(C) - IfdS-: -I). 

Ensuite la partie du tube en contact av(v le filet produit à la surlace 
supérieure la composante verticale 



et à la surface inférieure la composante verticale 

- L''p>ff- COS/' f/s 

( ?WrChap. I, n** 13). On a donc pour la quantité I) 

J) - : j;> s a- ( COS / - COS /' ) f/s 

et l'on déduit de l'équation [r) 

( (/) if' — A' p ^- ( COS / COS /' i . 

En comparant [h) et (rf), on a 

r\\ ■-- •>/7*(cos/- - COS /M. 

Supposons H remplacé par sa valeur; la longueur / est connue par l'ex- 
périence et l'angle i est aussi connu: cette équation servira à détermi- 
ner l'angle i' de raccordement de la surface BCB'avec le tube. 

29. z et s' étant les distances d'un point des surfaces des ménisques 
supérieur et inférieur à un plan horizontal, nous avons (n'*24) 



9. a- COS / '.? /• / /•- 

-: —k-^ -f- -. - - 4 / -. — ./•% 

/• J COS/ y COS*/ 



.^ COS/' y eos-/ 



, 2r/^C09/' 



SUSPENSION I) UN LIQUIDE DANS L AIR AU MOYEN D UN TUBE CAPILEAIUE. 97 

La longueur /de la colonne comptée entre les bords des ménisques est 
égale à la valeur de z — z' pour .v = /•; ainsi nous avons 



3(7* 



(c) /--- '-^— (eus/ - cosi') -\- ^ ri . -t- r. ) — /'(lang/'-h lansr/'). 

Cette équation ne renferme pas d'inconnues nouvelles et sera im- 
possible. Mais admettons que le liquide ait une viscosité qui ne soit pas 
négligeable; il ne faut plus alors supposer dans les deux équations (i) 
du n" 23 que la constante X- ait la même valeur. Changeons k en A' dans 
l'expression de z'; nous aurons, au lieu de l'équation (r). 



2</* , . î / I I 



/ /. — /.'-h - — (cos/ — cosi' ) -h :^ /•( . ! :, ) — /*(lan«^/ -r- lanj:/''), 

r ^ o \cos« cosr/ 

équation qui déterminera X* — X'. 

L'équation (2) du n** 23 sera remplacée par 

i'? ( // - //' ) - ,1,' ;. ( /. - /. ') = ,:r ? <i'-('z- ;:-• ) • 

\ è • 

et Ton voit que è'^p^X* — X) indiquera la résistance opposée par la visco 
site pour contribuer à l'équilibre. 
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30. Supposons ensuite que le li(juide descende jusqu'à l'extrémité 
inférieure du tube, mais en y restant enfermé. 11 faudra alors avoir 
égard à la courbure de la surface intérieure du tube vers son extré- 
mité. En effet, cette surface ne doit pas être considérée comme celle 
d'un cylindre coupé rigoureusement par un plan normal à l'axe; mais 
elle doit se terminer par une partie courbe EF tangente d'une part à 
la surface du cylindre intérieur et de l'autre au plan de la base 

(y%-2i). 

Pour simplifier, supposons que cette surface soit de révolution au- 
tour de l'axe du cylindre intérieur, et appliquons l'équation 

* 

( A ) / ^ dxz -h M oa -f- N oi> =11 (» 

i3 
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(Chap. I, n** 8), où <j est la surface libre du liquide et ^ la surface de 
contact du liquide avec le solide. Le liquide étant supposé mouiller 
parfaitement le tube, on a M = — N = u-. 



\ — :/ 



j; 



j' 






Hf 



'■y 



Nous supposons aussi que le bord du ménisque inférieur touche la 
partie courbe EF du tube. 

Cela posé, donnons à tous les points du liquide un mouvement 
ascensionnel infiniment petit et tel que le ménisque supérieur J soit 
transporté parallèlement à lui-même en J,, et le ménisque inférieur de 
J'en J',, le bord de J' étant seulement diminué de la quantité infini- 
ment petite qui sort de la section du tube en J'^. Désignons par r le 
rayon du tube et par / le rayon de la base de J', puis par SA et SA' les 
hauteurs dont se sont élevés les ménisques J et J' dans le déplacement 
virtuel. 

Le ménisque J' est tangent à la surface EF et J', ne fait qu'un angle 
infiniment petit avec la même surface. Par le cercle de base ce de J', 
menons le cylindre vertical ce; Sg sera égal à J, — J'; nous aurons 
donc 

J iiz: 2 t: /• ^j/t — surf. cci. 

Ainsi 

^7 — 012 ■-. — A - / o/< 4- surf, cd — suri*, cd 

z=i^ 2T,rrj/t -j- surf.ce sinu, 



J étant Tangle du plan tangent au bord du ménisque avec un plan 
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horizontal; nous avons donc enfin 

07 — oii = — 9.T,ro/t -h '?-/'o//'sin'j. 

On a d'autre part 

ç et i^' étant les volumes intérieurs du tube depuis J et J' jusqu'à la 
base FG du tube. Écrivons enfin que le volume du liquide n'a pas 
changé* et nous aurons 

Tzr^o/i — r/'- oh' -z=. o. 

Remplaçons dans l'équation (A) les termes par leurs valeurs calcu- 
lées» et nous trouverons 

(B) r/'- — i''/'=i 9.T.n* rr'i r' — rf^mj). 

Si r — r est très petit par rapport à r, ce qui aura lieu ordinaire- 
ment, on pourra remplacer dans cette équation r par r, et nous aurons 
la formule 

qui donnera le volume du liquide soulevé. Il est aisé de voir que cette 
formule subsisterait quand même le bord très petit EF ne serait pas 
de révolution. 

31. Supposons ensuite qu'une partie du liquide soit extérieure au 
tube, que le cylindre extérieur du tube se relie à la base FG par une 
partie courbe très petite GH et que le liquide s'élève sur GH jusqu'en I. 
Désignons par r' le rayon du cercle parallèle du point I; soient i^ et v' 
les volumes du liquide appartenant à la partie intérieure et à la partie 
extérieure au tube, u l'angle aigu du plan tangent en I avec un plan 
horizontal. Il suffira de changer les signes de {^' et i» dans la formule (B), 
et nous aurons 

Si / est assez petit pour que la surface de la partie extérieure du 
liquide puisse être regardée approximativement comme sphérique, on 
aura 



^ ' sin"*j \3 3 /' 
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nous avons ainsi deux équations pour déterminer v et ç^' et par suite le 
volume total r -hr'. 

La formule (C) n'est qu'approchée; dans le Chapitre V, nous mon- 
trerons comment on peut calculer exactement le volume v\ 

Suspension d'un liquide à Vexirémiié d'un tube capillaire t'^rtical 

adapte au fond d'un vase. 

32. Désignons par R le rayon intérieur du vase supposé cylindrique, 
par rie rayon intérieur du tuhe et par/ son rayon extérieur. Le vase 
renferme un liquide dont une goutte s'est formée à l'extrémité du tube, 
ayant pour base la section extérieure; cherchons la condition d'équi- 
libre de cette goutte. Il suffit de reprendre les raisonnements du 
n" 30. 

Soient H la hauteur du liquide dans le vase et h la longueur du tube. 
Donnons un mouvement ascendant infiniment petit au liquide; soient 
M! l'élévation du liquide dans le vase, XA la quantité dont le liquide 
monte dans le tube et enfin 55A' la quantité dont s'élèvent les points de 
la surface de la goutte. Nous aurons 

Désignons par V le volume du vase et par r' celui de la goutte, nous 
aurons 

Substituons ces expressions dans l'équation 



<>, 



et nous aurons 

r'o//' I Voll ! TT/V/o// - )-r,/îr:/,'sinu - >T:Rr/V:H — o. 

Or nous avons 

H*an- /-oA-TT/'-v://, 

et le volume V est égal à ttR^H; l'équation précédente donne donc pour 
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lo volume r' de la jçoiitte 

/■ " 

qui sera par conséquent le plus jçrand pour j — '^' 

Pour que l'équilibre soit possible, il faut que c' soit positif pour 

j = -; ce qui donne la plus grande valeur que puisse avoir la bauteurU 

du liquide dans le vase. Q^ï^nd H dépasse cette valcMir, la goutte gros- 
sit, puis elle tombe. 
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CHAPITRE IV. 

MODIFirATION DE LA PRESSION HYDROSTATIQUE 
PAR LES FORCES r\ PILLA IRES. 



I^-s forces qui élèvent ou abaissent un liquide en équilibre contre la 
paroi qui le retient ou contre un corps quelconque exercent aussi une 
influence sur la pression supportée par ce corps, fl en peut même ré- 
sulter des mouvements sensibles, tels que Tattraction ou la répulsion 
entre deux lames verticales parallèles et très rapprochées quand elles 
sont plongées dans un même liquide, ou encore Tattraction ou la ré- 
pulsion entre de petits corps nageant à la surface d'un liquide. Nous 
allons étudier d'une manière générale dans ce Chapitre la modification 
de la pression hydrostatique due aux forces de la capillarité. 

Nous commencerons par quelques démonstrations synthétiques qui 
auront l'avantage de faire concevoir plus facilement le détail des phé- 
nomènes; nous embrasserons ensuite leur ensemble dans des démon- 
strations analytiques. 

Attînrtion et rrpulsion entre deu.v lames rertieales pamilèles, 

p!on*j;êes dans un lupiide, 

1. Soient les deux lames L et 1/ parallèles et verticales, NM la sur- 
face cylindrique du liquide intérieur et ABCD celle du liquide extérieur 
(fig. 22). 

Imaginons un canal edcb qui parte d'un point e situé sur le plan de 
niveau et dont le côté ch vienne entre les lames et évaluons les pres- 
sions par des hauteurs du liquide. La pression en le point H du canal sera 
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évidemment la même qu'en e, c'est-à-dire la pression II de ratmosphere 
et la pression en h sera égale à II diminué de la hauteur verticale h\{. 
Si le canal se recourbe horizontalement suivant ha et se termine sur 
la face intérieure de L, la pression du li(|uidc contre la lame sera 



lilj. n. 
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n ~ ^H, diminué de raltraclion du li(juide sur la lame; mais celte 
dernière force sera détruite par l'action égale et contraire de la lame 
sur le liquide et ne produira que l'adhérence. Et comme, au point cor- 
respondant de la face extérieure de la lame L, la pression estn, il en 
résulte une pression en a égale à Mb et agissant de a vers b. 

Dans la partie BI de la lame, les pressions sont égales et contraires 
sur les deux faces. Prenons en effet sur une normale a la lame le point/ 
sur chacune des faces; à l'intérieur, d'après ce qui vient d'être dit, le 
point/subira la pression U—/1; menons le canal F/horizontal et nor- 
mal à la lame; la pression au point extérieur/ sera la même qu'au 
point F et égale à II — /I. 

Pour évaluer la résultante des pressions qui s'effectuent sur NB, 
élevons en chaque point tel que a une normale égale à ^H et évaluons 
le poids du liquide compris entre la paroi et le lieu des extrémités des 
normales. Désignons par z^ et r, les hauteurs des points B et N au- 
dessus du plan de niveau, par / la largeur des lames, par p la densité 
du liquide et par^ l'accélération due a la pesanteur; nous aurons ainsi 
pour la résultante des pressions qui s'exercent sur la lame L 



A'p/( VI— ^o) 



Vu 



'J 



~^pi{zi~z:), 
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Mais il existe deux autres foires dont il faut tenir compte; soient /, 
et / les angles de raccordement en N et B. Le liquide exerce le long des 
deux lignes d'atlleurement en N et B sur la lame une tension normale 
à ces lignes et tangente à la surface du liquide; la grandeur de cette 
force est g^ci- par unité de largeur. Ces deux tensions produiront donc 
les forces normales ^'^pa-/sin£, et g^d'lûni, la première dirigée sui- 
vant NP, la seconde suivant BK. 

On a donc enfin pour la résultante des pressions normales agissant 
sur la lame L 

Les hauteurs z^ et Zq ont été calculées (Chap. Il, n'** 5, 8 et 9 y. 

Si les deux faces de la lame sont entièrement identiques, on aura 
/, = /, et le dernier terme de P disparaîtra. 

La démonstration qui précède est exactement celle qui se trouve 
dans la Théorie de la capillarité de Laplace, sauf qu'il avait négligé la 
partie de P due à l'action de la couche superficielle du liquide; Poisson 
a remarqué le premier qu'il faut tenir compte de cette quantité [you- 
velle Théorie (le radian capillaire, Chap. V, n" 85). 

2. La lame V est poussée vers la lame L par une force normale seni- 
blable a P et dont la valeur est 

en adoptant les mêmes lettres avec des accents, afin d'indiquer pour 
la lame L' les mêmes quantités que pour L. Si les angles de raccorde- 
ment sont les mêmes des deux cotés de chaque lame, les deux forces P 
et P' seront égales. 

En effet, l'équation de la surface du liquide renfermé entre les 
lames peut s'écrire (Chap. H, n*^ 5) 

(0 — , -=:-consl - 






En a|)pli(iuant celle équalion sur la face inlérieure de la lame L, on 
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aura 



^•j 



siiu*, = corisl — • ' • 



on aura île uièinr 



•>. a- ' 



' .» 



par suite, 



siii i. = coiisl — -^ : 

* ICI' 



SlIU, - SlIU, = — 4 —^ 

•2 a- 2 a- 



Mais, si Ton applique l'équation (i) aux deux parties du liquide exté- 
rieur qui correspondent à chaque lame, la constante arbitraire sera 
égale à Tunité, et Ton aura 



Sin^ 1=:. I — 



sinf — I — 



•A a 






•ur-' 



il en résulte 



SUH — Sin£=: i (^ô — -^1. )• 



Si donc /, = let i\ = i\ on aura 



* -' i 

7 '~~ «» i~ 



.2 -'2 ni, -'i Ji i -S . 

•o *'0 *JU *'! *'0 ''1 "'.. ♦ 



par suite, V z^V. 

Si les deux lames sont très rapprochées, zi sera négligeable vis-à-vis 
de z\\ or 5, est alors sensiblement en raison inverse de la distance des 
deux faces internes des lames. Donc l'attraction P de ces deux plans 
aura lieu à très peu près en raison inverse du carré de leur distance, 
ainsi que Ta remarqué Laplace. 

Nous avons supposé que les deux lames ne pouvaient se mouvoir que 
suivant leur normale commune ; autrement, les résultantes des pressions 
qui se trouvent sur les deux faces n'étant pas directement opposées, la 
lame L tournerait en outre autour d'un axe passant par son centre de 
gravité et parallèle à sa largeur. 11 serait facile d'évaluer le mouvement 
de rotation, en se rappelant que les forces capillaires agissent en NetB, 
et en déterminant la position du centre de gravité du prisme liquide 
imaginé ci-dessus. 



î-i 
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3. Si le liquide s'abaisse auprès de chaque lame prise isolément, la 
surface du liquide est partout convexe et le liquide s'abaisse entre les 
lames; nous désignerons alors par z^ et Zq les dépressions du liquide 
auprès de la lame L, et nous aurons encore, pour la pression qui agit 
sur la lame L, 

l'o» h étant les angles aigus de raccordement, et P tendra encore a rap- 
procher L de L'. 

Si, dans l'intervalle des deux lames, le liquide s'élève vers l'une et 
s'abaisse vers l'autre, z^ sera en général plus petit que z^; néanmoins, 
le premier terme de P restera ordinairement en valeur absolue plus 
grand que le second; ainsi les deux lames auront une tendance à s'éloi- 
gner l'une de l'autre, mais, comme on voit, cette répulsion sera faible, 
comparée à l'attraction apparente qui a lieu entre deux lames mises 
dans un liquide qui les mouille. 

Supposons que le liquide s'élève plus sur la première lame qu'il ne 
s'abaisse sur la seconde. Nous avons vu (Chap. II, n" 13) que, en rap- 
prochant suffisamment ces lames, le point d'inflexion de la section 
droite du liquide disparaîtra et qu'ensuite le liquide montera sur les 
deux lames : par conséquent la répulsion se changera en attraction. 

Ce fait reconnu, d'après la théorie, parLaplace a été vérifié par Haûy. 
Il plongeait dans l'eau un parallélépipède d'ivoire qui était mouillé et, 
parallèlement à une de ses faces, une feuille de talc laminaire sus- 
pendue à un fil très délié. Il a constaté que cette feuille, qui n'était 
pas mouillée par l'eau, était repoussée d'abord, puis attirée lorsqu'elle 
était amenée à une distance suffisamment petite. 

Sur ta poussée verticale qui sollicite un corps iL révolution dont l'aue 
est vertical, immergé en partie dans un liquide. 

4. Soient PQ [fig. 23) le plan de niveau et ap le cercle auquel le li- 
quide vient affleurer sur le corps de révolution AEBD, dont l'axe AB 
est vertical. 

Désignons par u l'angle du plan tangent au corps le long du cercle a^ 
avec le plan de niveau et par i l'angle de raccordement F^I. Il existe 
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en chaque point p du cercle ap une force de tension dirigée suivant la 
tangente ^I au méridien pH du liquide, et sa composante verticale 



sera 



g}fi'^ cos^pi ^^/O'srt- sin(j — /), 



et si nous désignons par rie rayon du cercle a^, la portion du liquide 
voisine de ce cercle produit une force verticale, agissant de haut en bas 
et égale à 

iT.rg^a^ sin(o — /). 

Évaluons ensuite la pression hydrostatique provenant du reste du 
liquide qui entoure le corps solide. 




La pression normale sur un élément de surface </<7, appartenant à la 
partie EBD située au-dessous du niveau et représentée sur la figure par 
ef^ sera 

n étant la pression de l'atmosphère et j la distance de l'élément au plan 
de niveau, et la composante verticale de bas en haut sera 

^pjr/tJCOS(/l, z) -\- nr/acos(/i, 3), 

n désignant la direction de la normale menée intérieurement, et :; 
celle de la verticale menée de bas en haut. En faisant la somme de 
toutes ces quantités sur EBD, on aura 

p / /cos(//, z)(h -V- n cercle ED = /irp vol. EBD -h n cercle ED. 






Si certaines des ordonnées y rencontraient la surface EBD en deux 

t/ 

points, il est aisé de voir que ce résultat serait encore exact. 
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Considérons ensuite la partie ED^a; la pression au point />' de la sur- 
face du liquide est II — ^p^r, .r étant la distance du point/>'au planPQ; 
menons le canal horizontal pp\ la pression en/>sur l'élément r/c de 
surface sera (Il — f[znr)fh, et sa composante verticale de haut en has 
sera 

(a) (U - i,^p.r) cos(N, z) fh, 

N étant la normale extérieure menée à d-. Donc la résultante verticale 
comptée de has en haut sur la surface aED^ sera 

I^p / .rcos(N, z)df3— n( cercle El) — cercle «3^ 
-r- «'p vol. annulaire V.aib 1)3 — U(cercleEn - - cercleaS). 

Enfin la résultante de la pression atmosphérique sur la surface aAji 
est II cercle afi. 

On ohtientdonc, en ajoutant toutes ces forces, pour la poussée ver- 
ticale du liquide, 

^p vol.EBD -i /rp vol. annul. «Eflr^DS a - //jrp ^' sin(j — /). 

Dans le cas où le corps est homogène à son intérieur et lihre, pour 
que le corps soit en équilihre, il suffit que cette force soit égale à son 
poids. 

On n'a pas tenu compte de la densité de l'air. Si l'on veut y avoir 
égard, désignons par p, cette densité; il faudra ajoutera l'expression 
précédente de la poussée la quantité g^p, vol.ExA.SD; mais dans (A) il 
faudra aussi remplacer p par p — p,, ce qui donnera le terme 

— ^p, vol. annul. E^a/? 1)3. 

On aura donc, pour la poussée totale, 
^'pvol.EBD-hA'^(p--p,Wol.annul.Eaa/>»D.3-^A'p,vol.E«Apï)— '^7:r^'prt*sin(ri— /K 

Pour calculer la hauteur du cercle afi au-dessus du plan de niveau, 
si la courbure de la surface du corps immédiatement au-dessus du 
cercle ED n'est pas très petite, on cherchera l'élévation verticale du 
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liquide sur le plan tangent, et Ton aura ainsi, pour cette hauteur 
(Chap. II, n'^S), 






Si les perpendiculaires abaissées de la surface EaJ^D sur le plan de 
niveau sont extérieures au corps comme dans la /?^. 24, cos(N, z) sera 



Ot. 4? 

' -K _ _ _ n/j^ 



X 



n 



négatif dans la formule (a), et il faudra, au contraire, retrancher de la 
poussée Tanneau aaEDAjî qui est extérieur au corps. On aura donc, 
pour cette poussée, 

^pvol.EBI)— ,A'i3— o,Uol.annal.Erta6n6-hA'^o,vol.EaA?D— ?7:/-^prt'sin(j— /). 

5. Calculons ensuite le volume du liquide soulevé autour du corps 
au-dessus du plan de niveau. ï^a coordonnée verticale :; étant comptée» 
il partir de ce plan, l'équation différentielle de la surface lihre du li- 
quide peut s'écrire, si l'on tient compte de la densité o, de l'air. 



.'Il 

(I.V I 'j — 



tl r=== ^. -, ' z.r fh\ 

V ' '' \Tr ) 

.r étant la distance a l'axe de révolution, et, en intégrant, on a 

r étant le rayon du cercle a^ et R le rayon d'un cercle à partir duquel 
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le liquide peut être considéré comme sur le niveau. Pour x = r ou 
^ = A, on a 

dz 

dx . , . 

— =: ^ — sin(u — /); 

dz 



V - (rJ 



par suite, en multipliant l'équation {b) par 2t:, on a 

(c) ^r/siniJ — / ) —r — ' / z'T.T.xd.v, 

a- z J 

Or 2'7:xdx représente la projection sur le plan horizontal d'une zone de 
la surface du liquide; donc, si l'on désigne par V le volume du liquide 
soulevé au-dessus du niveau, on a 

V-hvol. annul. aErt^I)?. 



1 z y.T,.!' d.r 



En remplaçant dans (c), on a, pour le volume soulevé, 

(p — p,)V — o.r/'^ort* sin(j — /) — ( c - o, ) vol. annul. aEa^I)^. 
Dans le cas de lay?^. 2^, le signe du volume annulaire doit être changé. 

Poussée verticale sur un coîjys solide quelconque immergé en partie 

dans un liquide, 

6. Prenant maintenant, au lieu d'un corps de révolution, un corps 
quelconque, nous conserverons néanmoins les figures du n"* 4; ainsi PQ 
sera encore le plan de niveau, mais la courbe a^ n'est plus un cercle, 
et ses points sont à différentes hauteurs. 

Désignons parr/y un élément de la courbe aP; ses éléments en gé- 
néral pourront être considérés comme sensiblement horizontaux. En 
désignant encore par u l'angle du plan tangent au corps en un point 
de cette courbe avec un plan horizontal, on aura, pour la hauteur de 
chaque point de la courbe a^, 

h :-- 2 a SU) J 

•À 
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OÙ 'j est maintenant une quantité variable. La tension de la surface du 
liquide qui s'exerce normalement sur toute la courbe a^ aura une com- 
posante verticale qui, estimée de bas en haut, est égale à 



— g p a- j si n{j — / ) ds. 



En raisonnant comme ci-dessus, on trouvera, pour lo restant de 1 
poussée verticale estimée de bas en haut, 

^p vol.EBD H-^'pi vol. EaA?D 4- ,^Mp — Pi) vol. aniiul.Eaa^D?, 

si le volume annulaire est intérieur au corps solide. 

D'une manière générale, si le volume annulaire est en partie inté- 
rieur, en partie extérieur au corps, on pourra encore adopter la for- 
mule précédente, en convenant de considérer comme positive la partie 
de ce volume intérieure au corps et comme négative celle qui se trouve 
en dehors. 

Ainsi, en désignant par P la poussée verticale provenant du liquide, 

on aura 

P— -pvol.EBD-t-i'PiVoi.EaA?D 



fr 



(? — pi ) vol. aimul.Eart/>[iD — A'pr?* / sin(j — i)dSf 



en comprenant le troisième terme, comme nous venons de l'expliquer. 

7. Voyons comment nous devons modifier le dernier terme de cette 
formule, quand chaque élément ds de la ligne a|i n'est pas regardé 

Fij;. 25. 




comme sensiblement horizontal. Concevons alors un cylindre vertical 
mené par cette ligne; soit ;x l'angle de ds avec un plan horizontal. Me- 
nons {fig. 25) en un point M de ds la normale N au cylindre et la nor- 
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maie n à la surface du corps, les deux normales étant dirigées vers 
Tintérieur, et soit x l'angle de ces deux normales. 

Représentons la ligne s par MC; soient MT la tangente en M, ZMH 
une verticale, / la tension de la surface du liquide; elle est située dans 
le plan tangent à cette surface et perpendiculaire à MT. Projetons/ 
en /i sur le plan vertical ZMT;/, sera comme /"perpendiculaire à MT, 
et la projection verticale de/ sera 

-/C0S(y,/,)C0^/, \lll. 

La ligne MT fait avec MZ Tangle - — ;j.; donc/ MH = a. Les plans TM/ 

et TM/ sont les plans tangents à la surface du liquide et à la surface 
du cylindre vertical, et leur angle /3I/ est celui des deux normales 
NM/i ou T. Donc la pmjeclion verticale de / est 

- /"cosT, cos:x. 
Donc lo dernier terme de l'expression de V doit être remplacé par 

^' }n' I cos »; cos u i/s. 

8. Calculons ensuite le volume V du liquide soulevé autour du corps 
au-dessus du niveau. 

Comme la poussée ne dépeud pas de la nature intérieure du corps, 
ou peut toujours concevoir le poids/» du corps et la position de son 
contre de gravité, de manière qu'il y ait équilibre entre le poids/» et la 
poussée. Imaginons alors un canal composé de deux branches verticales 
égales; la première branche est supposée comprendre le corps et toute 
la partie du liquide qui s'élève au-dessus du niveau par suite de rat- 
traction du corps solide ; dans la seconde branche, le liquide se ter- 
mine par le plan de niveau. 

Désignons |>ar v et %-' les parties du volume du corps situées au-des- 
sous et au-dessus du niveau, par u le poids du liquide situé dans la 
seconde branche et par A le volume annulaire compris entre le plan de 
niveau^ le cylindre vertical mené par la ligne d'affleurement et la sur- 
face du corps. Le poids u du liquide renfermé dans la seconde branche 
du canal doit ctro égal au poids du liquide et du corps contenus dans 
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la première hi-aiirlu»: on :i <lone 

par suite 

Celle quantité est r^;ile à la poussée P, dont Trxprrssion f<l, «l'aprè^ 
ee que nousvrnons de voir n""* 6 et 7 , 

P — i' s » - i' : , i --- i' ( s — .-1 ' V - i' ' "" / <*ôS ^ <*<»> :a '/.v. 

et, en exprimant eettt* é^'alité, nn nhlient ré(|uatinn 

( s - z, )\ - : z(t- I roST nis'x ds — ( : — s, » \, 

qui détermine le volume \ . 



l'r/if rorps phifc sttr la surface d'un liquide, 

9. Ln petit corps placé sur la surface d'un liquide qui ne le mouille 
pas peut ne pas s'y enfoncer complètement, bien que sa densité soit 
supérieure à celle du liquide. Il suffît évidemment que la force verti- 
cale provenant de la capillarité surpasse la différence entre le poids du 
petit corps et celui du liquide sous le même volume. 

Prenons l'exemple même donné par Laplace. Un petit parallélépipède 
rectangle, dont la densité est D, est placé sur un liquide dont la den- 
sité p est moindre: les côtés a, % du parallélépipède sont mis horizon- 
taux et le côté h vertical; a et// sont supposés très petits. Désignons 
para: la quantité dont il s'enfonce et par /l'angle dont le liquide s'é- 
carte du corps. Le poids du corps sera ^DxfiA, celui du liquide dé- 
placé /r?^!^'^ **ï 'î* composante verticale de la tension superficielle 
'r:rt-.2 7. -h 'i cos/: on auradom* 

OU 

I) , >/^/-( 7 -r- 3 ) COS/ 
/ -: - // ' , 

l't, si cette quantité est plus |)elite que //, le corps flottera sur le li- 
quide. 






>l! 



il' 
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Démonstration analytique des résultats précédents, 

10. Nous avons calculé d'une manière synthétique la poussée d'un 
liquide sur un corps qui y est plongé. Mais on peut douter que nous 
n'ayons rien négligé dans le calcul de cette force; on comprendra 
mieux l'importance de cette remarque par les numéros suivants, où il 
sera prouvé qu'il existe véritablement d'autres forces verticales qui sol- 
licitent le corps, mais qu'elles se détruisent. La démonstration analy- 
tique, que nous allons donner, lèvera tous les doutes sur l'exactitude 
des résultats qui précèdent. 

Supposons d'abord le corps de révolution et son axe vertical. Fai- 
sons descendre de SA tout le corps solide, et, conformément au n'' 12 
du Chapitre I, nous supposons que l'accroissement S^ de la surface libre 
rRdu liquide, qui forme l'anneau cic'i', soit le prolongement de la sur- 
face cR {^g. 26). 

Kig. 'j6. 




La ligne d'affleurement ce vient ainsi en hb'; par hl/ menons un cy- 
lindre vertical qui rencontre la position primitive de la surface du corps 
en aa\ L'accroissement ?5i2 de la partie de la surface du corps qui plonge 
dans le liquide est indiqué par acda' . Ainsi on a 

/•étant le rayon du cerclée/?'. Comme précédemment, désignons par/ 
l'angle de raccordement du liquide avec le corps et par 'j l'angle du 
plan tangent au corps solide avec l'horizon; on déduit de la considéra- 
tion du triangle abc 

. o/i cosu o/« C0S(u /) 

cb--r — ,---, f en — ..—.\...- .. 

sini sin^ 

Désignons par Z la résultante verticale de toutes les forces qui solli- 
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citent le corps solide de bas en haut. D'après le n° 8 du Chapitre I, on 
aura, en ayant égard au déplacement du corps solide, 

p étant toujours la densité du liquide, D la densité du solide, dç son 
élément de volume, dn l'élément de volume du liquide. 

Désignons par dO un élément quelconque de la surface du corps et 
par dSl un des éléments de celte surface situé au-dessous du cercle c(/. 
Appelons ^n la dislance normale de la seconde position de la surface 
du corps k la première, et remarquons que le liquide vient remplacer 
l'espace abandonné par le solide au-dessous de la surface bcRb'&K; 
nous aurons 

I j^^Aim — / zr,nd{), o I zdrri — / zo/idiî; 

or on a 

o/^ = oh cos(//, z)y 

n étant la normale menée intérieurement, z la verticale menée de bas 
en haut, et ht positif quand il est extérieur a la surface primitive; on 
a donc 

> / zd\- --1 — o/i / 5C0s(/<, z)d{)y / zdxs -11^ o/i j - cos(/i, z)dil. 

I zcos{n,z)dO, comme on l'a déjà remarqué au n" i, représente le 

volume entier V du corps solide, / <s cos(w, z)d^ représente le volume 

du corps situé au-dessous du niveau augmenté de la partie annu- 
laire fgc; appelons-le V. Enfin nous avons 

M -^a^y Ni::- — a- cos /, 
COSJ^, .^ cos(-»--/) ^, 

Il en résulte 

Le premier terme représente le poids du corps, l'action du liquide est 
donnée par les deux autres termes, et nous retrouvons le résultat du 
n° 4. 



8 



I |6 CIIAPITHE IV. 

1 1 . Examinons ensuite le cas où le corps solide n'est pas de révolu- 
tion autour d'un axe vertical. On voit aisément qu'il n'y a lieu de 
modifier, dans la démonstration précédente, que ce qui concerne l'ex- 
pression 

za-{^7 — cosf oJ). 

Le triangle ahc de lay?é^ 26 sera remplacé par un quadrilatère gaucho 
défini comme il suit : Soit ce la ligne d'affleurement et aa' la trace de 
cette ligne sur le corps quand il est enfoncé verticalement de M. Par le 
point c de la ligne rc\ menons à cette ligne et sur la surface du corps 




/ *^ ^ 






r' 



la ligne normale ca; de même, menons normalement à la ligne ce' sur 
le prolongement de la surface a du liquide la courbe cji; menons la ver- 
ticale ab — ?ÎA terminée au point b de a, et menons b'^ parallèle h ce. 
L'arc ca représente la largeur de ^il et Tare e^j celle de J^t; ainsi on a 






les deux intégrales s'étendant à tous les éléments ds de la ligne d'af- 
fleurement. 

Projetons la ligne brisée eab'^j sur r(i, nous aurons 

mais nous avons vu (n"7) que le dernier cosinus est égal à cos-zî cosa; 
nous avons donc 

c'} -- (iC COS/ - -- 0// eus/, COS'X 

et par suite 

07 - - COS ioil iiz I ( c 3 — (ic ces / ) (Is :^ - - o// / CUSr, C06 JJL iU. 
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l/équalion (A) est donc remplacée par la suivante : 

Z ::= — A*^ I) V -i - _Lr j\' — A' z (I • 1 ces r, ces a <ls, 

et nous arrivons aux mêmes résultats qu'aux n''^ 6 et 7. 

Désignons par \ Tanglc de la normale à la surface du corps avec la 
normale Nau cylindre vertical mené par la ligne c/, les deux normales 
étant menées intérieurement, il est clair qu'on aura 



Y, A : /. 



Sur les composâmes liorizontalcs des forces ciTivèes par un liquide 

sur un corps Jlotlanl. 

12. Supposons le corps rapporté à trois axes rectangulaires diîs a\ 
V, :?, le plan des a, vêtant toujours supposé le plan de niveau. \ln rai- 
sonmiut comme aux n"** 10 et 1 1 , on trouvera, pour la somme des com- 
posantes dirigées suivant l'axe» des .r, 

• • • 



avec 



y/ — >.-[-/, 



les trois angles r,\ >/, ;/ ayant la même signilication relativement à l'axe 
des .r que r,, >., a pour Taxe des z. Je dis qu'on a 

en ell'et, supposons deux éléments dO de la surface du corps (|ui aient 
la même projection sur le plan des v:?. La quantité :; y sera la même et 
la quantité cos(w, x)dO y aura des valeurs égales et de signe contraire, 
lont Tune sera la projection de ces éléments. Comme on peut prendre 
ainsi deux à deux tous les éléments de la surface, il est évident que l'in- 
tégrale est nulle. Pour la même raison, l'intégrale 

/ ; (;os(//. ./ ) ffi 



i 



ii8 
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peut être réduite aux éléments compris entre la ligne s d'affleuremonl 
et une ligne horizontale tracée sur le corps par le point le plus bas do 
la ligne s. Cette intégrale étant ainsi comprise, on aura 

X — A' s I z COS (//, .1) (lil — A' Z(l- I COSr/ COS \J.' cis. 

On aura de même la somme des composantes des mêmes forces suivant 
Taxe des r. 

S(ir la théorie donnée par Poisson. 

13. Poisson, dans le Chap. V de sa Théorie de l'action capillaircy s'est 
occupé de la modification de la pression hydrostatique par l'action ca- 
pillaire sur un corps qui y est plongé en partie. Il partage le liquide qui 
environne le corps solide en dilférentes parties dont il recherche sépa- 
rément l'action sur ce corps; il y emploie des calculs extrêmement com- 
pliqués, bien que très habiles; on peut toutefois reconnaître qu'il 
n'avait pas pris la question par son vrai coté, car il n'est parvenu à dé- 
terminer l'effet des actions capillaires que dans le cas où le corps est 
de révolution et son axe vertical. 

La surface capillaire d'un liquide est sollicitée par une pression nor- 
male P égale à 

R et R, étant les rayons de courbure principaux de la surface en chaque 
point. Mais, comme le remarque Poisson, cette force s'exerce de la 
même manière sur une couche de liquide qui entoure le corps, R et R, 
étant les rayons de courbure principaux de ce corps, et cette pression 
se transmet au corps solide. Ainsi, en laissant de coté la pression qu'on 
a coutume d'appeler hydrostatiqiu*, chaque élément de la surface d'un 
corps situé dans un liquide n'est soumis qu'à la pression P. Cette sur- 
face est en outre sollicitée par une tension constante, et cette tension, 
exercée sur toute la surface immergée du corps, ne tend à produire 
aucun mouvement; il y a exception toutefois pour celle qui se produit 
le long de la ligne d'affleurement, parce qu'elle n'est pas contreba- 
lancée de l'autre côté de cette ligne. Poisson trouve que, pour un corps 
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solide (le révolution dont l'axe est vertical, la résultante verticale des 
forces P est détruite par une action qui s'exerce près de la ligne d'af- 
fleurement, et qui n'est autre que la tension dont je viens de parler. 

On doit remarquer que, dans la démonstration analytique que j'ai 
donnée dans les n"MO et 11, on ne rencontre pas l'action des forces P 
(|ui s'exercent sur la surface d'un corps solide de forme quelconque. On 
en doit conclure que les trois composantes de la résultante de ces 
forces sont détruites par les trois composantes de la résultante des ten- 
sions qui s'exercent le long de la ligne d'affleurement et tangentielle- 
mentau corps solide. C'est ce que nous prouverons par un calcul direct. 

Calcul (1rs trois roni osantes des forces capillaires, 
14. Proposons-nous de calculer les trois composantes des forces 

qui agissent normalement sur la partie du corps solide baignée par le 
liquide, x^y^ :; étant les coordonnées rectangulaires d'un point de la 
surface du corps, posons 

(Iz flz : : 



nous aurons 






I I (l ! ft \ tl [' t/\ 



comme nous l'avons déjà vu (Cliap. 11, n"" 3). Remplaçons la quantité 
g^a^ parla lettre M, et, en désignant par X, Y, Z les composantes de 
la force P, nous aurons 

-1. 7 - L 'L (IL \ l 'L l 1\ 

M r d.r\ S' f ' r itv \ r ^' 

M i' ri.r ^ \' ' (• (ty \ r ' 



-Y = 
M 



1 !L(lL\^l iL (l\ 

r (l.v \ \- ) r dv \ i* / 



I 2î) 
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formules (ju'oii peut lemplacer par 1rs suivantes : 



f (l.v \ r 



1 d /Mq\ 






( I -h 7- ) 






/M \ 
(7/"/)- 



r ^/r I i' 



I <l /M V 



Poisson, supposant la tension superficielle M variable, ce qui peul 
avoir lieu si la température du liquide n'est pas partout la même, est 
arrivé à ces trois formules. C'est pour indiquer cette généralisation que 
j'ai placé la quantité M sous les sijçnes de différentiation; je ne la dé- 
montrerai pas cependant, parce cju'elle me parait peu utile. 

15. Faisons la somme des composantes verticales des forces P. Dé- 
signons par dhi un élément de la surface du corps baignée par le li- 
quide; -(ho représcîntera sa projection sur le plan des o-v et pourra 
être remplacé par (Ivdy. Nous aurons donc 



(7^; 






Supposons d'abord qu'en tous les points de la ligne s qui termine la 
surface que nous considérons la normale intérieure au corps fasse un 
angle aigu avec l'axe des z positifs. 

Désignons par r, r , c" les cosinus des angles de la normale à la sur- 
face avec les trois axes; la direction de la normale faisant un angle 
aigu avec l'axe des z positifs, nous aurons 



par suite* 



r r 



I 

M 



f'- 



/<■> - 






/■/■£"■ "■ 



fie 



1 1 liv "'■ 



rf 



a.r 



Par le contour s de la surface w que nous considérons, menons une 
surface cylindrique parallèle à l'axe des z, et soient fi, fi', o les cosinus 
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d^s angles de la normale intérieure à cette surface cylindrique avec les 
trois axes de coordonnées. Désignons aussi parX l'angle des deux nor- 
males menées à la surface du corps et au cylindre en un point de la 
lignes, par (A l'angle de fl& avec le plan horizontal, enfin par ^' la pro- 
jection de la ligne s sur ce plan. 

Dans la première intégrale du second membre de {d), effectuons 
l'intégration dans le contour s' le long d'une bande de largeur dy et 
parallèle à l'axe des x, nous aurons 



dyj'£^dxz=z{c^-c,)dy. 



c, et Cj étant les valeurs extrêmes de c. On aura ensuite 

Pa et p, étant les valeurs de p aux deux extrémités et ds[^, ds\ les arcs 
infiniment petits de s' interceptés par la bande. On en conclut 

/ / D-^-^^/^— /^?^'=— /^P cos [x ds, 

les intégrales du second et du troisième membre s'étendant au contour 
entier s' ou s. On a de même 



il en résulte 



j j ■^dxdy——jc'^'cosiLds; 
^ jZdu}— ({c^-{-c'^')cos\Lds. 



Comme on a 



on a enfin 



c^-hc'^' — COSl, 



(e) I Yjdtù ■— M / cosXcosiJLr/5. 

D'après ce qui a été dit, X est l'angle formé par les deux normales 

menées en un point de la ligne 5 a la surface du corps et au cylindre 

vertical mené par s^ les deux normales étant menées intérieurement au 

16 
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corps. Ou â supposé que la normale, ainsi menée à la surface du corps, 
fait un angle aigu avec Taxe des z positifs. Pour simplifier, admettons 
que la surface du corps soit entièrement convexe; si cette normale fait 
un angle obtus avec l'axe des js, d'après ce quiaétédit(Cliap., II, n® 1), 
le second membre de (a) devrait être changé de signe, et par suite aussi 
le second membre de [b)\ mais les expressions [c) des cosinus c, c\ c" 
devraient être aussi changées de signe, et par conséquent il n'y aura rien 
à changer à la formule (rf). On en conclut que la formule {e) reste 
exacte. 

[Par inadvertance, Poisson dit, dans sa Théorie de V onction capillaire 
(Chap. V), que le signe de cos>. doit être changé dans la formule (e), quand 
la normale intérieure fait un angle obtus avec l'axe des z positifs.] 

Si, en certains points de la ligne 5, la surface était concave ou qu'elle 
fût concavo-convexe et de manière que la concavité fût plus grande 
que la convexité, on verrait facilement que le signe de cos>. devrait être 
changé en ces points et supposé négatif. 

16. Concevons une force égale à M, normale à la ligne 5, tangente à la 
surface du corps et dirigée du côlé où le corps est touché parle liquide. 
D'après ce que j'ai démontré (n^^T), la projection verticale de la résul- 
tante de cette force est 



— Ml cosX cosHLd!s, 



c'est-a-dire qu'elle est égale et de signe contraire à la force verticale (e). 
Il est évident que le même résultat est applicable aux deux autres 
composantes; par conséquent, comme nous l'avons dit(n'* 13), les trois 
composantes des forces normales P, qui agissent sur la partie de la sur- 
face du corps baignée par le liquide, sont détruites par la tension qui 
agit le long de la ligne d'affleurement, tangentiellement à la surface du 
corps. 

Calcul des moments des forces capillaires. 

17. D'après les expressions obtenues (n'^li) pour les composantes 
X| Y» Z de la force normale P qui agit sur la surface du corps, baignée 
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par le liquide, on a pour les moments de cette force 

^^ - ='' = - " ^, [<- ^•) 7 - ' f ] - 7 ^ [f <'= -^)]. 

Calculons l'intégrale 

étendue à toute la surface c»; nous pouvons la ramener a une intégrale 
relative h la ligne s qui termine w, par le même calcul qui a été fait ci- 
dessus. Adoptant les mêmes notations et posant 

nous aurons 

Remplaçons U et V par leurs valeurs, et nous obtiendrons 

g/(^Y-7X)e/co=:-j^[(i+/>«)p'^--(i-h^«)P7-h/>^(p>-P^)]^ 



Gomme on a aussi 






il en résulte 



1 f(xY-y\)d., 
(#) \ ' ., -^ 
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Désignons par ç, y;, ^ les composantes de la force M appliquée norma- 
lement a la courbe s et tangentiellement a la surface <o. D'après ce que 
nous avons vu, nous aurons 

t -: — MCOSX COS|l, 

>. étant Tan^jle des normales intérieures menées à la surface et au cv- 
lindre vertical mené par s. On a, par analogie, 

Ç r — MCOSX' COS[a', t, — : — M cos)/ cosp.", 

V, [x' et X", (i." étant ce que deviennent les quantités >., (jl quand on 
change Taxe des z en celui des œ ou des y. En prenant les moments de 
ces forces tout le long de s par rapport a l'axe des z, on aura 

/ {jcr^ — rÇ) dszrz — M I {œ cosV cos^k" — y cosV cos\i') ds. 

Menons par s un cylindre parallèle a Taxe des a?; soient (o, a', a") les 
cosinus des angles de la normale avec les trois axes; soient (a,, o, a'J 
les mêmes quantités pour un cylindre parallèle à l'axe des y. Nous 
aurons ces formules 

y a — 



\/dy^ 4- dz* sldy^ -h dz^ 

, dt dz 

a, — *■ > ai 



sidz' -h dx> * sjdz" 4- ^x* ' 

nous avons d'ailleurs 

COSX' I- c'a' 4- c'^a", COSX" = caj -h c'a*, 



COS fx' ~ i j , COS [A* = 5^ ; , 

«5 ds 



Nous aurons donc, en remplaçant dans l'intégrale. 
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et en remarquant que Ton a 

dz ■■--. pdx 4 Q dy, 

on obtient une expression égale et de signe contraire à [g). 

Je crois inutile de revenir sur la question des changements de signe 
qui peuvent se produire dans les quantités employées dans la démon- 
stration et qui se compensent dans le résultat final. 

II est évident qu'on arriverait a un résultat semblable pour les mo- 
ments par rapport à Taxe des a? ou à Taxe des j. 
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CHAPITRE V. 

ÉLÉVATION D'UN LIQUIDE AU MOYEN D'UN DISQUE HORIZONTAL. 
- FIGURES DES GOUTTES DE LIQUIDE POSÉES SUR UN PLAN 
HORIZONTAL OU SUSPENDUES. 



Poids d'un liquide soulevé au moyen d'un disque. 

1. Lorsqu'on place la base parfaitement horizontale d'un disque sur 
la surface d'un liquide et qu'on le soulève graduellement, on éprouve 
une résistance de la part du liquide. Le disque en s'élevant soulève une 
colonne liquide, qui se détache seulement dès qu'elle atteint une cer- 
taine hauteur. 

Supposons le disque circulaire. Au point M de la surface du liquide 
soulevé [fig. 28) et en tout point situé à la même hauteur dans la co- 

Fig. a8. 



J 




lonne liquide, la pression est égale à H— ^pA, H étant la pression de 
l'atmosphère, g l'accélération due à la pesanteur, p la densité du liquide 
et h la hauteur du point M au-dessus du niveau. Donc, si l'on désigne 
par k la hauteur de la base inférieure du disque au-dessus de ce niveau, 
il existe sur celte base, dont la surface est B, une pression égale à 
(H — ^p*)B, et, comme la pression sur la base opposée est HB, le 
disque est tiré de haut en bas par une force verticale égale à ^pB^. 
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Le bord du disque, près de la base inférieure, ne doit pas être re- 
gardé comme une arête vive; mais il est formé d'une surface courbe 
dont les rayons de courbure, quoique très petits, sont cependant très 
grands par rapport au rayon d'activité moléculaire. 11 en résulte que 
la surface du liquide, tout en faisant l'angle ordinaire i de raccorde- 
ment avec cette surface, pourra faire un angle très différent de i avec le 
plan CA de la base. Désignons par u l'angle ATR du plan tangent au 
bord supérieur du liquide avec l'horizon; la tension de la surface du 
liquide produira sur ce bord une force verticale, tirant de haut en bas 



et égale à 



5'pa*Lsinu, 



L étant la circonférence du bord. Donc, en définitive, le disque est 
sollicité de haut en bas par une force verticale égale à 

g^ B A -h gçt La* sinu. 

Si, après avoir suspendu le disque au plateau d'une balance et lui 
avoir fait équilibre, on abaisse l'appareil de manière à mettre le disque 
au contact du liquide et qu'on élève graduellement ce disque, en ajou- 
tant successivement dans le second plateau de petits poids dont la va- 
leur totale est égale à P, on aura 

P = ^ pB A' -4- ^«^p La' sinu. 

Nous déterminerons plus loin la grandeur maximum de k. 

Supposons que le liquide mouille le disque. A mesure que le disque 
s'élèvera, le bord supérieur du liquide descendra sur la surface courbe 

de l'arête; l'angle u aura d'abord pour valeur - -h i, et il deviendra 

égal à / aux points de ce bord où le plan tangent est horizontal. Alors 
la ligne où le liquide s'arrête sur le disque cesse d'être déterminée et 
le liquide tombe. 

Si le liquide mouille parfaitement le disque, l'angle ^ est nul. 

Calcul de la surface du liquide soulevé par le disque. 

2. Désignons par / le rayon du disque circulaire et par /-+-a? la 
distance à Taxe d'un point de la surface du liquide ; :; étant sa coor- 
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et, en intégrant par partie, 

f3 . , , ces' - — I , / ces' - — I 

Négligeons le second terme de cette formule qui est très petit vis- 
a-vis du premier, et nous aurons 

o - I — COS' - 

(c) 5*=:/ia*sm*- -, 

2 .:J /-ha- 

ou 

, I — cos' - 

. 9 2rt- 2 

:; == 2asin- — 



(/-h.r) sin-i- 
^ 2 

formule donnée par Laplace. 

3. On peut obtenir une approximation encore plus grande en rem- 
plaçant z par cette valeur dans le second membre de la formule [a) et 
ayant égard au second terme de la valeur de l'intégrale [h). Il faudra 

ainsi ajouter à la valeur de -^ l'expression 







I — cos* - , i cos* - — I 



/cos 
,, ^ ,, dx 

^ 2 

: / 1 3 cos* - sm' - — I — cos' - ) cos - a-f 

^ \ il xt • *? L 2 2 \ 2/ 2 J ' 

, . / cos* 2 — I 
4^' I 2 



? 

- — I cos - 



lang^ 
et, en intégrant par partie de zéro h 9, on obtient sensiblement 

4 a- / , "5 \ 'v 
' cos'- — I 1 cos-- 



i-) 



3 {l-\-xY \ 2 / 2 

I 



> 
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Ainsi Ton aura, au lieu de la formule (r , 



- I — cos' - , 



(c*) Z' = ^a'siin*- 5 j ( I— r cos- )• 

X- étant la liauteur de la base inférieure du disque au-dessus du niveau 
du liquide, on a, pour le point le plus élevé du méridien de la colonne 
liquide, 

jr — Ot z — A . c» — "tZ — 'j. — — — —^ ^ • 

' 2 2 2 

Ainsi Ton a 

(d) /.' = ', a'- cos= ^ -- ^ ( , _ sin» ^ ) ( I - ^ sin ^) . 

4. Supposons que le liquide mouille le disque; Tangle v, diaprés ce 

que nous avons dit, varie depuis - 4-i jusqu'à i, et la valeur la plus 

grande de k aura lieu pour 'j = f, comme le prouve la formule précé- 
dente. 

Pour que l'expérience réussisse bien et que toutes les parties de la 
base du disque soient en contact avec le liquide, on commence par 
mouiller le disque avant de faire Texpérience. 

En général, i est nul, et l'on obtient, par conséquent, pour la valeur 
maximum de P, 



ou 

K 1= 2rtr 



2fl* 

"37 



et celte quantité est indépendante de la nature du disque. On aura 
alors pour le poids du liquide soulevé P = gp-PK^ c'est-à-dire le 
poids d'un cylindre de hauteur K et de base égale à t:/^. Le rétrécisse- 
ment au-dessous du disque est donc égal au volume du liquide soulevé 
en dehors du cylindre précédent. 

Remarquons, en passant, que si l'on fait *j = - dans la formule (rf), 

sa 

la quantité k sera la hauteur à laquelle s'élèverait le liquide le long des 
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génératrices d'un cylindre vertical de révolution dont le rayon / est 
très grand. Ainsi l'on aura pour le carré de cette hauteur 



3/ v~2v/i;v V^ ^ 



5. Calculons directement le volume du liquide soulevé par le disque. 
Ce volume est égal au cylindre 77/' X:, plus à l'intégrale 



(/) — 27:1 {l -h ^')^djL' 



— 27: I 



^•i-n—y* 



On peut calculer rigoureusement cette intégrale. En effet, multi- 
plions l'équation [s) par (/-+- x)dx et intégrons, nous aurons 

— j {l-h x)zdx^:^— I {l-r- a:)cos^do — 1 sïllo du; 

= — ( / -i- ^) sin cp -i- const. , 

et, en faisant commencer l'intégrale à ç = o, la constante arbitraire est 
nulle, parce que [l-i-x) sinç est nul pour ? = o, bien que (/-+- x) soit 
infini. 

En effet, nous avons trouvé (n"" 2), pour la surface du liquide, l'équa- 
tion 

, dz . zdz 

si nous supposons x très grand et, par suite, z très petit, cette équation 
se réduira à 

Oi/o=:^^--^ ou -3 = «9, 
* • a* ^' 

puisque 5 = pour ç = o. Ensuite l'équation -^ = — tangç donne 

donc (/-f- ce) sinç pour <p = o a la même valeur que — a<p logç ; elle est 
donc nulle. 

On en conclut que l'intégrale (/) a pour valeur 27:^2^ sinu, et l'on re- 



3 
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trouve la formule 
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V =^ 7: /^ A -+- 2 ir /rt' sin u, 



pour le volume du liquide soulevé. 

6. Supposons ensuite que le liquide soulevé par le disque soit le 
mercure (y?^. 29). Désignons par y Tangle aigu de raccordement du 
mercure avec la surface AMU du disque et par u l'angle aigu MDT du 

Fie. 29. 




plan tangent à Tarête courbe avec l'horizon, le long de la ligne d'inter- 
section S de la surface du liquide et de celle du disque. Si, sur cette 
ligne passant par M, u est < y = TME, comme on a posé 

la„gç = _^, 

et que, sur tout le méridien de la surface du liquide, z décroit avec a:, 
tangç est positif et <p est un angle aigu sur toute cette surface; on a 
donc 

Si le liquide s'arrête en A au bas de l'arête, u sera nul et 9 sera égal 

«y- 

Nous aurons donc la plus grande hauteur de la colonne de mercure 
élevée par le disque en faisant <p =j dans la formule (c ). Réduisons 
cette formule à son premier terme, nous aurons 



;*=4a-sin*- ou z 
1 



=1 2asin~) 
2 



et nous aurons pour la plus grande hauteur du liquide soulevé 



(/) 



K = 2asin-« 
a 
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Remarquons que, pour u =y, nous aurons 9 = sur le disque et 
z =z o. Pour une valeur de 'j plus grande que j\ ç serait négatif et la 
ligne S s'abaisserait au-dessous du niveau. 

L'angle de raccordement du mercure avec le verre dans l'eau est nul. 
Si donc on applique un disque de verre sur la surface du mercure et 
qu'on recouvre le mercure d'une couche d'eau, l'angley sera nul, K le 
sera donc aussi et le disque se séparera du mercure sans résistance. Ce 
fait est vérifié par l'expérience. 

7. Gay-Lussac a fait des expériences sur l'adhérence des disques aux 
liquides. Quand le liquide est susceptible de mouiller le disque, il 
commençait par mouiller ce disque avant de l'attacher au plateau de la 
balance et il a reconnu, comme on devait s'y attendre, que le poids 
maximum de liquide soulevé était indépendant de la matière du 
disque. 

Gay-Lussac a pris successivement pour liquide l'eau, l'alcool et 
l'huile de térébenthine; les poids maxima soulevés ont été trouvés 
conformes à la théorie. 

Il est au contraire arrivé à des résultats peu concordants entre eux 
en prenant le mercure pour liquide à soulever. Tandis que le poids 
maximum de mercure soulevé par le disque qu'il employait devait être, 
d'après la formule (/), de 22 ^k*", 464, en supposant l'angley égal à 
45® 3o', ce poids a varié dans ces expériences depuis iSS**" jusqu'à 29G*^ 
Les valeurs moindres que le nombre théorique peuvent toujours faci- 
lement s'expliquer par une petite agitation venant de l'extérieur, qui 
aurait fait tomber la colonne mercurielle avant qu'elle fût arrivée à 
sa hauteur maximum. 

On sait, d'autre part, que l'angley de raccordement du mercure subit 
de grandes variations, et l'angley peut encore croître, dans l'expérience 
actuelle, par suite du frottement du mercure sur lui-même tout près du 
disque; mais le poids de 2^6^"^ ayant été obtenu en soulevant le disque 
dans un temps que Gay-Lussac indique comme long, sans en donner la 
grandeur, c'est surtout à l'oxydation de la surface du mercure qu'il 
faut attribuer la grandeur du poids soulevé, et l'angle de raccordement 
y a dû s'élever à environ 60**. 



l34 CHAPITRE V. 



Goutte d^un liquide sur un plan horizontal. 
8. L'équation de la surface de la goutte est 



(«) 



,_/,^,.(^^^_L) 



en prenant pour plan des x, y le plan horizontal sur lequel repose la 
goutte et Taxe des z étant, comme à l'ordinaire, mené vertical de bas 
en haut. Si la goutte est très large, on aura, à très peu près, au point 
le plus haut, R = oo , R, = oo et A sera la plus grande épaisseur de la 
goutte. Si la goutte est de révolution, que q soit sa plus grande hau- 
teur et que b soit la valeur prise positivement des rayons de courbure 
principaux au sommet, on aura en ce point R=: R, = — t, et il en ré- 
sultera 

h-^q^^' 

h étant supposé connu, examinons comment on pourra calculer le 
volume V de la goutte. Multiplions l'équation (a) par dwdy et inté- 
grons dans toute l'étendue de la projection de la surface libre de la 
goutte; si B est la surface plane par laquelle la goutte repose, nous au- 
rons 

en changeant dxdy de signe pour les points situés à la partie infé- 
rieure de la goutte, déterminée par un cylindre circonscrit vertical. Or, 
d'après le raisonnement donné (Chap. II, n"* 3), on aura, pour cette in- 
tégrale dont tous les éléments sont négatifs. 



(P) 



/(i"*-s;)^^<^^-^^^"'' 



1 étant le contour de la base de la goutte et i l'angle aigu de raccorde- 
ment du mercure avec le plan. On aura donc cette formule 

(y) V = BA-a«Xsin/. 
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9. On peut encore démontrer la formule (y) de la manière suivante, 
donnée par M. Bertrand {Journal de LioimUe, t. XIII, 1848). 

L'intégrale double (p), prise en signe contraire, peut être considérée 
comme la composante verticale d'un système de pressions normales à 
la surface libre de la goutte et ayant sur chaque élément da de cette 

surface une intensité égale a •" (d ~+" n")^'^- Ce système de forces 

peut être remplacé par deux autres systèmes. En effet, imaginons une 
surface a' parallèle à ç et menée au-dessus de ^ a la distance e infini- 
ment petite. Supposons que chaque élément dfj de la première surface 

soit sollicité normalement de bas en haut par une force -rfr, et de 

même chaque élément da' par la force -de', mais en sens contraire. 

Si da et da' sont deux éléments correspondants, en sorte que da' soit la 
projection de da sur a\ on aura 

{voir Chap. I, n"* 8). La différence des forces qui agissent sur ces deux 
éléments est donc bien 

Il reste à prendre la somme des composantes verticales de toutes ces 
forces; elle est 

- I COS{z,n)d^' I cos{Zy n)d(jy 

(5, n) indiquant l'angle de la normale intérieure avec la verticale menée 
de haut en bas. Ces deux intégrales doubles représentent les projec- 
tions P' et P de a' et a sur le plan des x,y; nous aurons donc 

mais la différence P' — P des projections de a' et a est égale à la projec- 
tion de la surface réglée infiniment petite menée normalement à <7 le 
long de la ligne X et comprise entre aeta; elle est donc égale a eXsini; 
on a donc bien la formule (p). 
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Figure fVune large goutte de mercure placée sur un plan horizon taL 

10. Nous supposerons que la surface de la goutte est de révolu- 
tion. 

Afin de nous rapprocher le plus possible des calculs des n*** 2 et 3, 
menons l'axe des z vertical de haut en bas et menons dans le méridien 
de la surface l'axe des x tangent au sommet. Désignons ensuite par / le 
rayon de la base de la goutte et par /-+- j:: la distance à Taxe d'un point 
quelconque de la surface; nous aurons l'équation 



ct^z 






(A) — , - .,, 



[•<m 



a' 



Quand la tangente à la courbe devient verticale, —^ devient infini, 

et le dénominateur change de signe pour la partie inférieure de la 
goutte {fig. 3o). 

Fig. 3o. 








Désignons pari le rayon de c^'\rbure au sommet de la courbe; les 
deux rayons de courbure principaux sont égaux à h en ce point; le pre- 
mier membre de l'équation se réduit ii t> et l'on a, en faisant z — o. 



Posons 



/i— - 


a a* 
b 


tango: 


dz 
= du' 



nous trouverons, au lieu de l'équation (/) du n*'2, 

, . dz (z — h)dz 
sin © a© -h sm ç -. = i ^ — 



• . t 
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et, en intégrant, 

L — = 1 — coscp 4- / --—' — ; 

pour 9 = o, on doit avoir 2 = 0, et l'intégrale est nulle; comme le 

premier membre se réduit à — , — ^> il faudrait en toute rigueur 

ajouter cette quantité au second membre; mais, comme nous suppo- 
sons h très grand, cette quantité est très petite et négligeable. 
Nous avons ensuite 

X5 . , , I — cos' - , / I — cos"* ~ 
l^x - 3 i-\-x '^'6 J "(/4-^")» ' 

et, en négligeant le dernier terme comme très petit par rapport au pre- 
mier, on aura 



I — cos' - 



<p 8 a* 2 



(B) (._-/i)2^4flîsin*i4-^^3 ^ 



X 



) 



i — cos' - 



/n\ t ' ? 2a* 

2 3 .... cp 



2 



Faisons ç == 77 — i, i étant l'angle aigu formé par la surface du mer- 
cure avec le plan horizontal, et désignons par q la hauteur de la 
goutte, nous aurons en même temps x = Oy z = q, et l'équation pré- 
cédente deviendra 

, , I — sin* - 

,,^, £ 2 a* •>'T'* '> 

( I) ) 7 :— 2 a cos 7 — i 



3/ i 

cos- 

2 



Telle est la formule donnée par Laplacc, qui exprime l'épaisseur de 
la goutte en supposant connu le rayon de courbure b au sommet qui 

entre dans le terme très petit — t-- 

En poussant plus loin l'approximation, on aura, d'après le calcul du 
n° 3, 

I — cos* - 



/ 2a*\* / • . a? 8a* 2/ a o\ 



18 
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et la hauteur q de la goutte âera donnée par la formule 

00 



(E) V— -^^- - y. ,a'co8'--^(.-s.n'-j(^,--^s.n-j. 

Cette formule pourra donner une approximation très supérieure à 
celle qui est fournie par la formule de Laplace, si -. n'est pas une quan- 
tité extrêmement petite. 

1 1 . Calculons maintenant le ravon de courbure b. 

m 

Dans Téquation (A), remplaçons / + j? par r, et, en négligeant les 
termes du troisième degré par rapport à ^^ nous aurons 





(t^z i dz z — h 
dr^ r dr a* 


ou 






d^z dz r 1 
dn dr a* b 


On en tire 





ce n'est pas l'intégrale générale, mais elle s'annule pour r= o, ainsi 
que -1^; elle est donc l'intégrale voulue. 

dz 

Le calcul actuel suppose que ^ reste très petit sur la partie considé- 
rée de la courbe; toutefois on peut supposer que r soit assez grand pour 
que — soit un nombre considérable. 

^ a 

Posons, en prenant t pour variable, 

/ n r 

En supposant r assez grand pour que la limite supérieure i/— de 



la} isfia^ e" 

1 1 — 
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l'intégrale par rapport à t puisse être remplacée par oo , on aura 

Or 
donc 

r. i. L 

, . la* \lia* e" f a\ 

Calculons ensuite la quantité z approximativement en fonction de r, 
vers le bord de la goutte. 

En ne prenant dans l'expression (C) de 2 —A que son premier terme, 
on a 

et, comme dz = rfrtangç, on a 



COS-i- 

dr=za tfcp .- a / — sin ~ H \ tf©. 

langïf ^ I 2 . o ■ ^ 

^^ * 2Sin- 



/ 

i 



En intégrant, on a 

in) - = 2 cos î -4- log tang ? -\- consl, 

^ a 2 *^ ° 4 

Pour 9 = ?r — /, on a r = /; donc 



const. = 2 sin log tang ( 7 — 7 ) » 

et, en remplaçant dans l'équation (/i), on obtient 

logtangT- = h 2sin- 4- log tang—; 2cos-î 

^ ^ i\ a a 2 °^4 2 

et si l'on veut appliquer cette équation en un point pour lequel <p est 
très petit et pour lequel l'équation [m) a déjà été établie, on pourra 



l/|0 CHAPITRE V. 

faire 9 — dans le dernier terme, et l'on aura 



7: — l î-hîsin- 

- e " * 



4 4 

et, parce que 9 est très petit, on en conclut encore 



nz , Tî — I **ln«--— 

— ; — e 



«ang?=^. = 4<ang— 4- 



Tt — I *«ln«— — 

(/>) -sizz const. -h 4atang — >— <? " 

4 



Les deux équations (m) et (/?) doivent avoir lieu à la partie supé- 

dz 
dr 



rieure de la goutte en des points où r est grand, quoique -^. soit très 



petit, et Ton en conclut, en égalant les deux valeurs de z, 

^ ^zn = 4rt tang— ,- e , 



^v/it/ 4 






(F) 1 — sy/â^ V'^^^tang^— c " *" * 

Ainsi la formule (D) ou (E) ne renfermera plus rien d'inconnu. 
L'équation (F), qui détermine 6, a été donnée par Laplace. 

12. Calcul du rayon du plus grand parallèle de la goutte. — Désignons 

par 2L la plus grande largeur de la goutte qui correspond à 9 = -; on 
déduira de la formule [n) 

L=: /-h av/â — aasin- 4- alogtangr^ — alogtang— . — 

Désignons par p la différence entre L et /, c'est-à-dire posons 



(7) p = flr^ — aasin- -h alogtang^ — alogtang . 



Tt — i 

— > 



et proposons-nous de calculer L avec une approximation plus grande. 
Pourcalculerrd'une manière plus approchée que parla formule(/i), 
il faudra, dans la formule 

^ ^- 

ar -• > 

tangcp 
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prendre pour z toute l'expression (C), en remplaçant toutefois l^x 
par /-+- p, ce qui augmentera le second membre de {n) de 



I — cos' - 
a 



^(^-+-P) f tangcp \ . © 

2 
COS - — l 

^ ' ^ _4sin»?-f-31ogtang? 1-f-C, 



\ 



sin*- 



la constante C devant être déterminée de manière que cette intégrale 
s'annule pour 9 = tt — « ; ce qui donne 

/ I — sin - 
C = 6(7^) ^^+4cos'i-31ogtang^' 

\ COS* - 
\ 2 

On aura donc 

r=. aacos- -h aloglangy -h /— aasin alogtang 



TT I 



a} 



4 2 •^^™-^ 4 

4 sin* 2 — 31ogtang| 



V 4 

-^- ^T ? u^ ( ' ' -^ 4 COS* 31ogtang — ,— 

^ '^Macos*— T — 

On aura donc, pour le plus grand rayon de la goutte, 

^ ^M2C0S*Q 

(G) / \ ^ 

-^6{-fw)( ^— ,-^4cos«i-31ogtang!î^' y 

^ ^ \ 2C0S* —. — ' 

P ayant la valeur donnée par la formule {q). 

Les formules (D) et (F) permettent de calculer la hauteur q d'une 
large goutte de mercure, quand on connaîtra le rayon /de la base. Si 
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l'on regarde la plus grande labeur 2 L de la goutte comme une donnée 
de rexpérience, on en conclura / par la formule Gy et Ton obtiendra 
ensuite la hauteur q comme précédemment. 

1 3. Calcul des dimensions d'une lar^ ffouiie de memur au moyen de 
son volume. — Supposons que Ton donne le poids et, par suite, le vo- 
lume V de la goutte. Nous avons obtenu [n^ 8; la formule 



V - B (, - IJ" ) - ,. 



Asmi: 



en y faisant 
nous aurons 



8 = -/*, À = îî:/, 



(^.,^i|:j/._,te.sin/=^ 



et, en remplaçant le coefficient de P d'après la formule (D), nous obte- 
nons 



I — sm' - . . -, 

/* -+- I ^ : 2 sm - lai — 

3.1 2 I i 



= 0: 



cos'- 



sxacos - 

2 



on obtiendra / en calculant la racine positive de cette équation du se- 
cond degré. On aura ensuite betq par les formules (F) et (D). 



Goutte de mercure de révolution^ placée entre deux lames horizontales. 
14. Prenons pour axe des ;; Taxe vertical de la goutte mené de haut 

Fig. 3i. 



< 

/ 

V 


> ik' c X 




D 


A 



3 I 



en bas et Taxe des x dans le plan horizontal supérieur [fig. 3i). Dési- 
gnons par / le rayon DA de la base inférieure et par /' celui de la base 
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supérieure. Désignons encore par l -h xh distance à l'axe d'un point 
de la surface libre du liquide. En conservant à toutes les lettres la 
même signification qu'au n^ 10, nous aurons, comme dans ce numéro, 
l'équation 



O 2 CL^ 

(a) 5 = /i -f- 2asin- 4- -^— 



I — cos' - 



(l~h a:) sm- 

2 



h étant une constante à déterminer. 

Regardons / comme connu et désignons par q la distance des deux 
lames qui est donnée; si nous faisons <p = tu — j, nous aurons 



q—.h~\- 2acos~ -h 



, I — sin'- 

i 2 a} 2 



2 3/ i ' 

cos- 

2 

cette équation déterminera h. 

En supposant la lame supérieure de même nature que la lame infé- 
rieure, on aura en même temps 

et, par suite, 

1 — cos' - 



= /ï4-2asin h -rrj, 



l 'iO} 2 



1 61' , i 

sm- 

2 



> 



équation qui ne renferme que /'d'inconnue, mais qui ne pourrait servir 
à la déterminer avec assez d'approximation. 
Mais, d'après le calcul du n^l2, nous avons, pour la distance l-hœ, 



TZ l 



:~ i h2a cos - 4- a log lang ^ — 2 a sin - — a log tang —j 
-|J/— î— H-4sin'î-3loglang| 

\ 2 cos' j 



-^ pTi i ' ■+" 4 cos' 3 log tang 



6/1 .Tt — / 2 °®4 

■ 2 cos' 



4 
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et, en y faisant 9 = 1, 



/' — /-f- 2a (cos sin- j -f-alogtangy — alogtang — -, — 



6/1 ,* 4sin'--31ogtang^ 

2C0S't- 




On obtiendra le rayon L du plus grand parallèle de la goutte, en fai- 
sant <p = - dans l'expression de r; puis on aura la distance/ de ce pa- 

rallèleau plan supérieur, en faisant 9 = - dans (a), et Ton obtiendra 

15. Cherchons la formule qui exprime le volume de la goutte. 
Nous avons l'équation 

Désignons par dn un élément de la surface libre de la goutte, par y 
l'angle de la normale intérieure avec l'axe des z et par dn la projection 
de dn sur le plan des x^ y; nous aurons 

=^±:da:dy=z± do'. 

ces Y *^ 

suivant que y sera aigu ou obtus. Multiplions l'équation (6) par lii de' 
et intégrons dans toute l'étendue de la surface courbe, nous aurons 

(^) '^'/^ (s -^ if.) ''''=/^ -" ^''- ''H< 

les éléments ayant le signe -h ou le signe —, d'après ce que nous ve- 
nons de dire. Nous aurons ensuite 

I ztzdd' - — vol A bcd 4- vol bcA'—— {yolAbcd -hvolDAc^O —vol bck')-\nPq^ 
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en incliquant les volumes de révolution par les surfaces qui les engen- 
drent. Si nous désignons par V le volume de la goutte, nous aurons 



/ 



Pour calculer la première intégrale de l'équation (c), imaginons, 
comme au n° 9, une surface infiniment voisine de la surface courbe, 
parallèle et située au-dessus, h la distance e; de plus, terminons-la aux 
normales menées à la première surface le long de ses bords. Désignons 
par P la projection de la première surface sur le plan des x^ y et parP' 
la projection de la seconde surface. Nous aurons 



f-^{k^wy—\^'"-^^' 



Projetons les deux surfaces parallèles et les surfaces latérales des deux 
troncs de cône qui les unissent sur le plan des x, j, nous aurons 

— 2u/£sin/ -i- P -h2T:/'£sin£ — P' — o 
ou 

-(l>'-I>)=z3r(/'-/)sin/. 

Remplaçons dans (c) les trois intégrales par leurs valeurs, et nous 
aurons 

{d) y — (q — h)Tzl'- 2T.{1 - l' ) a^ ^ini -h /itJ'K 

16. Supposons qu'on connaisse le volume V de la goutte; pour dé- 
terminer sa figure, il faudra déterminer /, /' et h. 
Posons 

A --2 (cos- — sin- ) -h loglang y -- loglang^^^^S 

\ 2 2/ 4 i\ 

• • • . 

B-- ; -h/|Sin* 3 loglang, —4 cos*- -i-31og(ang -7^^ 



2 COS* T 2 cos- 



4 - — f. 



I — SIII"*- 

^ i 9.a 2 

L 1:1: 2 cos r ,, , : 1 

261 l 

COS- 



'9 
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nous aurons 



rt» 



hz=zq—aÇiy l' =: l-h \a - ^~, U, 



et Téqualion {d) deviendra 



V 

ql^~h 2\a{q — aC)l \-2\a^ sini 



-\ {g— aC) (a-— -5-j n^ ^^ (asini 4- A^ — AaC) =o. 

Négligeons d'abord les termes en j; et nous obtiendrons /en calcu- 
lant la racine positive d'une équation du second degré; remplaçons /, 
par la valeur obtenue, dans les termes en y> et nous obtiendrons en- 
suite/ avec une plus grande approximation. Connaissant le rayon /, 
nous sommes ramenés à un problème qui a été traité (n° 14). 



Dclcrmination de la constante à^ et de V angle i de rojccordemcnt 

du mercure avec le verre. 

17. On peut opérer ainsi, comme l'a fait Edouard Desains. Il me- 
sura la dépression du mercure dans un vase large auprès d'une lame de 
verre plane et verticale. En désignant par H cette dépression, on a 

(i) IP= 2a}{\ — sinO- 

Il observa ensuite la plus grande épaisseur d'une large goutte, ayant 
49"'", 5 de rayon, et il substitua cette valeur à la place de q dans la for- 
mule deLaplace, 

I — sm*- 



i 2 a* 2rt* 1 



(0 ^^3«cos--— + ^ -. 



cos - 

2 



ià^ 



en négligeant le terme très petit r* On réduira d'abord le second 

membre de l'équation (2) a son premier terme et l'on calculera ainsi a 
et i. On obtiendra ensuite une approximation plus grande, en tenant 
compte du troisième terme de l'équation (2). Desains a trouvé ainsi 
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Calcul d'une petite goutte de mercure. 

18. Prenons pour axe des r la tangente au sommet du méridien de la 
goutte de mercure, pour axe des z la verticale qui passe par ce sommet 
et menée de haut en bas. Désignons par r la distance d'un point du 
méridien de la surface à Taxe et par <p l'angle de la tangente à ce méri- 
dien avec l'axe des r; nous supposerons que cet angle, nul au sommet 
de la goutte, croît jusqu'à ?: — i, en représentant par / l'angle aigu de 
raccordement du mercure avec le plan sur lequel repose la goutte. 
Puis nous poserons 

I 5 = A,<p«-f-A,^*-HA3cp8-t-Avcp8-+-..., 



D'après le n® 10, nous avons ces deux équations, où h est égal à 

h • 

rcosfdf -t- sïntfdr = —^(s — h)rdr, 
dz=zdriding^y 

et, en y substituant les deux expressions précédentes, on trouvera les 
valeurs suivantes des coefficients, où b représente le rayon de courbure 
au sommet : 

\l= -i As — — — 6-+- 7, 1 » 

\'i4 ^2 rt*/ 



2 

2.3.4.5.6 72 a* i44 «* 



_/ ï i3 />» 67 b^ Il 83 b'\ 

'^*"" V2.3.4.5.6.7.8 "^ i536o a«"^ 9216 a* "^73'^ â^)' 

_- I , ï b^ i b^ 

Bj= — ^ -+- -7 "1 + -7 "w^ 
120 24 rt* 24 ci^ 

*"~ V2-3.4.5.6.7 5760 a» ^ 384 «' 9216 aV 
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19. Au moyen de ces formules, on pourra déterminer s et r depuis 
<p = o jusqu'à une valeur Çi de ç plus ou moins grande, suivant que b 
sera plus petit ou plus grand, car la convergence des deux séries 
sera d'autant moins grande que b sera plus grand. Soit p la valeur de z 
correspondant à 9 — p,. A partir de cette valeur de 9, développons r 
suivant les puissances de ^ — 3 — /?. Nous avons l'équation 

dr*' "*~ /• ~dr\ ^'^[d?) I z-h 



[■<m 



a' 



.— > 



et, si nous prenons r pour la variable indépendante, nous ferons 

__ drr 
d*z "" dz^ 



dr^ "^ (^\' 



i 

en faisant, de plus, 

l'équation différentielle deviendra 

Posons 

/• 

et nous trouverons, après avoir poséy^- = i + c-m]^ 

cmj — cot©„ /'— . , > 
* *' sin*9, 

cm^^J- 511/», 

(m? — //!•)/** I , 1,1 

c/nti:^ î — ;rm;m*c 4- ô^'^*; cni^ni^ 

lie 3* 3*3 



la} 



ni\ , -^ . 3 



./ 



( 2/*— i) — - m, m,/ — ^ c'/m, m,. 
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Les cocfïicients de la formule (B) deviennent beaucoup plus faciles à 
calculer si on l'applique à partir du plus grand rayon de la goutle; on 
aura alors c/w, = o et Ton obtiendra pour les autres coefficients 

f H I 

2c 2a* Grt- 

I II IP IF 

(^'^ 1 "^'^"^ aie' l^a^c^ "^ '6a' c 8a»' 

7 1 II H 3 ip 

oo a-c^ :|0 n^c 20 a^ 

20. Premier exemple [fig.^2). — Supposons que l'angle aigu de rac- 
cordement du mercure avec le verre sur lequel il repose soit de 42*'3o' 
et adoptons pour a^ la valeur 

a^zz: 3,263. 

Prenons d'abord pour le rayon de courbure au sommet de la goutte 
b= i"*". En prenant le millimètre pour unité, on obtient, si l'on ap- 
plique les formules (A), 

;; ~ o,5:p*— 0,0704?^-+- OjOOQOcp^ — 0,00142^**, 

/• = cp - - o, 2o-5oç' 4-0, 0200 o"' — o,oo366cp^. 



Pour 9= -, on trouve 
^ 2 



0,91, /• =10,90. 



Appliquons ensuite la formule (B), en partant du rayon maximum 
qui vient d'être calcule et en nous servant, par conséquent, des expres- 
sions (C). Nous ferons H = 0,91 -h 2a' = 7,44, et nous aurons 

/• 1=0,95 — o,6i4î*— o,o5i C^ — o,2'|6Ç^ — 0,077!;^ 
%z:r -i,228î-o,i53î*-o,984C*-o,385ïS 

et, pour ^ = 0,5, 

dr 

f'—Oy-JÇ), — —— 0,80. 

A partir du point correspondant à ces dernières valeurs, appliquons 
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la formule (B) ; nous aurons d'abord 

c = o,79, cm, = — 0,80, Hi=7,94, /*=î,64; 

puis 

/•=io,79 — o,8oi; — 1,517 c*— 2, 5i4ÇS 

dr 

-j- = — 0,80 — 3, 034 — 7, 542 ÎS 

et, pour ^ = 0,08, on a 

r = o,72, ^=-"^>^9» ^ — f = 42»3o'. 

Ainsi la goutte de mercure a i^^t^g de hauteur; le rayon de son 
équateur est 0,95 et le rayon de base est 0,72. 
Le volume V de la goutte est 



V=:Tt/'(<7 -H -T- ) — 2iï/a*sin/; 



en faisant /= 0,72, y = 1,49, 6=1, et prenant 1 3,6 pour la densité 
du mercure, on obtient pour le poids de la goutte 



jr ^/. 



08', 04 1 . 

21. Deuxième exemple {fig. 33). — Prenons ensuite pour le rayon 
de courbure au sommet de la goutte 6 = 1""°, 38. En appliquant les 
formules (A), nous aurons 

2 = 0,69^' — o, i32:p*H- o,0294«p* — o,oo85oi<p', 
/•=zi,38cp — o,33i<p'-f-o,o645(p* — 0,01682^'; 

au moyen de ces formules, on obtient 

pour<p = 3o% 5 = 0,1801, r = 0,677; 
çp = 58% 51:^0,593, r= 1,108; 
01^750, z — o,i^o, /•.T=i,25; 

?=90% -=1,23, /irrijSl. 

Les deux séries ne sont pas assez convergentes pour <p = -> pour 
que Ton soit sûr du dernier résultat obtenu; mais nous le vérifierons. 



IDI 
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En appliquant les formules (B) et (C), nous aurons 

/• zi: 1 , 3 1 — o , 53 1 Ç' — o , o5 II î' — o , 1 59 i* — o , o56 Ç*, 

et, pour vérifier cette formule, essayons de retrouver le point corrcs 
pondant h 9 = 75°; pour cela, faisons ^ = — o,33, et nous aurons ef- 
fectivement r= 1,25. 

liç. 33. — Échelle 20. 



Fig. 3'i. — Échelle 20. 





Fig. 34. — Échelle 20. 




Faisons dans cette formule et dans sa dérivée Ç = o,5, nous aurons 



dr 



rz=ii,i54, -^=0,67. 

Appliquons la formule (B) à partir de ce dernier point; nous aurons 

r -rz I, i54 - o. 67 Ç- 1,089c»— 1,257 Ç3-o,249Ç\ 
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Pour !^ = o, I j, nous aurons 

Cette goutte de mercure a ilonc une hauteur 7= i"",88, un rayon 
lie base /= 1,02 et un rayon <lfî i'équateur égal à i,3i. On trouve pour 
son poids f/', 102. 

22. Tmisième exemple [fif^. V\]. — Prenons b = 2"". En appli {uant 
les formules 'A j, nous aurons 

5 T= -5* — o,3i32 5.* H- o, i.|i2 5.* — o,o83o^*, 
r = 2^ — 0,6398^' -f- 0,2440^* — o,a832^'. 

Pour 9 — - 7> on a 

5^0,519, r=:i,3i8. 

Appliquons ensuite la formule (B), nous aurons 

/• — 1 ,3i8 -t- ; — 0,880 ;*-t- 0,661 ;'; 

et, pour î = o, ), nous obtiendrons 

Appliquons de nouveau la formule (B), nous aurons 

/•=^ 1 ,61 -H o,ii; — o, '167;»-+- o,o968î^• 
d'aprl^s cette formule, on voit que r est maximum pour ^= o,5i, cl 
Ton obtient, pour la valeur de r correspondante, 1,71. 

La formule (B), appliquée à partir de Téquateur, donne 

(rt) /•— 1,71 — o,44iî*— o,o5i i;'—o,o83Ç*~ 0,039;*. 

Pour ^ = 0,78, on a r=: ][,38, et Tinclinaison de la tangente sur Tho- 
rizon est42°3o'. La base est représentée sur lay?^. 34 par AA', et la 
tangente au méridien en A par AT. 

Ainsi la goutte de mercure a la hauteur çr = 2'"'",3i, le rayon de 
base /= 1,38 et le rayon de Téquateur égal à 1,71. On trouve pour son 
poids o8%i()3. 
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Les deux premiers exemples s'accordent assez bien avec des expé- 
riences de Gay-Lussac; mais il n'en est pas de même du troisième 
exemple. Pour se rapprocher le plus possible dans le dernier cas des 
résultars obtenus par ce physicien, il faudra supposer, à l'angle de 
raccordement du mercure avec le verre, la valeur de 55*^ qu'il ne peut 
guère dépasser. On trouve alors que, pour avoir le rayon de base, il 
faut faire dans {a)^ = 0,0; on a ainsi 

/:- I ,.>2, 7 rrr: 2, l3, 

et l'on a, pour le poids de la goutte, o8%i85. Sa base est alors repré- 
sentée, sur h/ig. 34, par BB' et la tangente au méridien en B par BH. 

23. Gay-Lussac, après avoir déterminé les poids de plusieurs gouttes, 
en a cherché expérimentalement les hauteurs; voici les résultats qu'il 
a obtenus (Poisson, Noiwelie théorie de r action capillaire, n° 109) : 

Poids Uaiileur 

on eu 

;;ruiiiiiies. inillimèlrcs. 

(3,oi3 3,34 

3,3-0 3,29 

2,865 3 ,25 

2,14/ 3,20 

» »i87 2,95 

0,8 13 2,80 

<^,667 2,71 

, 307 2,32 

0,233 2,19 

0,095 1,78 

o , 059 I , 60 

o,o3i 1 ,38 

11 faut remarquer que, la hauteur d'une goutte de mercure étant 
donnée, on n'en peut pas conclure sa masse, même approximativement, 
car cette masse sera très différente suivant l'angle de raccordement 
qu'elle fera avec le plan sur lequel elle repose, angle qu'il est très dif- 
ficile de maintenir constant. Au contraire, si l'on se donnait le plus 
grand rayon de la goutte, sa masse serait à très peu près déterminée, 
car elle ne varierait que peu avec l'angle de raccordement. 

Suivant les expériences d'Edouard Desains, quand on laisse une 

20 
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goutte de mercure sur un plan de verre, on reconnaît que la goutte 
s'affaisse peu h peu et que son épaisseur diminue notablement. En outre, 
le mercure perd sa fluidité à tel point, qu'il conserve les empreintes 
qu'on y fait, se comportant alors en quelque sorte comme du beurre. 
En agitant le mercure, on lui fait reprendre sa fluidité; mais la goutte 
ne reprend pas tout à fait la même épaisseur qu'à l'état primitif. Ainsi, 
il est nécessaire, dans ces expériences, de prendre du mercure parfai- 
tement pur et de mesurer chaque goutte aussitôt qu'elle a été posée 
sur un plan de verre. 

Calcul des dimensions d'une goutte moyenne de mercure. 

24. Les calculs employés dans les exemples précédents deviendraient 
fort pénibles pour des valeurs de b plus grandes que 2™"', et il sera 
utile de les modifier. 

Menons une ellipse tangente au sommet du méridien de la goutte et 
ayant le même axe de symétrie. Prenons toujours pour axe des r la tan- 
gente au sommet et pour axe des :; l'axe de symétrie. Désignons par a 
et p les demi-axes de l'ellipse et par ç l'angle de la tangente à l'ellipse 
avec l'axe des r. Les coordonnées r et 5 de cette ellipse seront données 
par les deux équations 



(I) /•=: 



v/p'cos*<p -h a^ sin-cp y/p' COS-9 -h a' sin'cp 



En développant les expressions de r et z suivant les puissances de 9, 
on trouve 

D'autre part, les coordonnées retz du méridien de la goutte sont ex- 
primées par les formules du n*^ 18 : 



b . (h Z b^\ , 
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En identifiant les deux coordonnées r ou les deux coordonnées z dans 
leurs deux premiers termes, on obtient 



(2) 



P = 



b'- 



I b'- 

[\ a- 



I h 



On peut adopter pour méridien de la goutte l'ellipse, dont on vient de 
calculer les demi-axes, depuis (p= o jusqu'à une valeur plus ou moins 
grande de ç suivant la valeur de b. J'ai vérifié que, lorsque 6 = 4» ^n 

prenant l'arc d'ellipse jusqu'à jy l'erreur commise sur ret s aux ex- 
trémités de cet arc ne dépasse pas 7^ de millimètre. Quand b sera plus 
petit que 4» Temploi du même arc d'ellipse donnera des résultats en- 
core plus exacts. 

25. Calculons la forme d'une goutte de mercure quand le rayon de 

FijT. 33. — Échelle io. 




courbure b du sommet est égal à 4"™ {/ig. 35). On déduit d'abord des 
formules (2) 

a = 2,681, 3 = 1,797, 

et, pour <p = 45", les formules (i) donnent 
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En développant rpar rapport à ^ à partir de ce point, on a f n° 19) 

/• = 2,227 '^^ — o,6o3 ï" -h 0,242 ï', 

rir 
colo r= -I- = I — 1 ,2o6Ç -f- 0.726Î*. 

o est, d'après la dernière formule, égal à Go** pour ^ = o, Vl» ^t l'<>n a 
alors 

(3) z —. Oj-jçjG -*- o,!i^ :=i i j2Z6, r=i 2,566. 

[En faisant 9= Go** dans les formules (1), on aurait z = i,i49» 
r — 2,5oo]. 

En développant rà partir de ce point, on a 

/• — 2,5G6 r- 0,577 î ~~ o,4i6Ç--i-o,o84Ç' 

et, pour ^ — o, ji, on a 

/• = 2,760, — =0,214. 

On a ensuite 

/•^= 2,760 -}-o,2i4 ï — o,363 ;--h o,oo3 ^', 

et ^ est nul pour X, = 0,296. 

Ainsi l'on a, pour le rayon du plus grand cercle et pour sa distance 
au sommet, 

/•:=2,79I, :;=:2,o32. 

Enfin, en développant rà partir de ce cercle, on a 

/• = 2,791 — 0,382 î- — o,o5i V — o,o63 w* — 0,029 V. 

[^'inclinaison de la tangente sur le plan de la base est égal à 4î^"3o', 

dr 

lorsque ^ est égal à — cot/|2"3o'— — 1,091, et ^^^^^ dérivée prend 

cette valeur pour ^ = 0,88; on en conclut ensuite r= 2,41 2- 

Ainsi le rayon de courbure b de la goutte au sommet, sa hauteur y, 
le rayon / de sa base et son plus grand rayon c ont ces valeurs 

b=i!u 7~2>9''^'» / — 2,4i2, c — 2,791, 
et l'on déduit pour son poids 0^^675. 
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26. Lorsque le plus grand rayon de la goutte ira en croissant, la 
convergence de la série 

appliquée au-dessous de Téquateur, ira en augmentant par une raison 
que nous donnerons plus loin. Ainsi, lorsque le rayon de courbure h 
sera > 4 ou que le rayon de l'équateur sera > 2,791, après avoir cal- 
culé le méridien depuis le sommet jusqu'à ce cercle, on pourra facile- 
ment achever de déterminer le reste du méridien jusqu'à la base de la 
goutte. Mais, pour déterminer la partie supérieure de la goutte, on em- 
ploiera une des méthodes par quadrature, que nous exposerons plus 
loin dans la recherche de la dépression capillaire dans le baromètre. 

27. On pourrait faire croître le rayon b du sommet de la goutte par 
intervalles très rapprochés et calculer, d'après les méthodes précé- 
dentes, pour chaque goutte correspondante le plus grand rayon, le 
rayon / de la base, la hauteur ^ de la goutte et enfin son poids, en sup- 
posant connu l'angle de raccordement du mercure avec le plan de la 
base. Alors réciproquement, étant donné un quelconque de ces élé- 
ments de la goutte, on en pourra déduire les autres. 

D'après les expériences de M. Quincke, non seulement l'angle de 
raccordement varierait d'une goutte à une autre, mais, le mercure 
n'étant pas un fluide parfait, cet angle serait loin d'être constant sur 
tout le contour de la base d'une même goutte. S'il en est ainsi, les cal- 
culs précédents pourraient servir à déterminer la valeur moyenne de 
cet angle sur la base. 

En eff*et, supposons qu'on ait déterminé par l'expérience le poids 
d'une goutte et son plus grand rayon. D'après ce que nous venons de 
dire, nous pourrons, de ce plus grand rayon, conclure le rayon de 
courbure b du sommet. On connaîtra ensuite la forme du méridien de 
la goutte et, sachant son poids, on calculera le point où le méridien 
s'arrête sur la base et l'angle 1 de raccordement du mercure avec cette 
base. Si cet angle n'est pas constant le long du contour de la base, cette 
valeur théorique de 1 pourra être prise pour la valeur moyenne de cet 
angle. 
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Figure d'une bulle d'air. 

28. La figure d'une bulle d'air qui se trouve sous un plan horizontal 
à l'intérieur d'un liquide qui mouille ce plan peut être obtenue par 
les mêmes calculs que la figure d'une goutte de liquide qui ne mouille 
pas le plan sur lequel elle est placée. 

En effet, mettons l'origine des coordonnées au sommet de la bulle 
et menons l'axe des z vertical de bas en haut (y?^. 36). Nous aurons, 

Fig. 36. 




pour l'équation de la surface concave du liquide qui limite la bulle. 






a^ étant la constante capillaire du liquide et b le rayon de courbure au 
sommet o. Cette équation est entièrement semblable à celle que nous 
avons trouvée au n** 10 pour une goutte de mercure. 

Supposons qu'on ait déterminé par l'expérience l'angle de raccorde- 
ment du bord de la bulle avec le plan, angle qui sera en général très 
petit ou nul. Alors, si la bulle est grande, on pourra y appliquer les 
formules des n*^* 10, 11 et 12. Si la bulle est petite, on pourra y ap- 
pliquer les formules (A) du n** 18. 

Influence de la capillarilc sur le hirom"lr.\ 

29. Supposons que le baromètre soit formé d'un tube cylindrique 
droit vertical, d'un assez grand rayon, fermé à son extrémité supé- 
rieure et plongeant dans une très large cuvette de mercure. Désignons 
par / le rayon du tube et par q la hauteur ou flèche du ménisque. Nous 
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avons (n® 10), pour Téquation de la surface du liquide, 



9 

1 — ces' - 



en comptant z de haut en bas à partir du sommet. 

Désignons par «l'angle aigu de raccordement; nous aurons, sur le 

contour de cette surface, ,r = o, o = - — /, z = y, et nous déduisons 

de cette formule, pour la flèche du ménisque. 



La dépression du sommet provenant de la capillarité est(Chap. II, n" 1 4) 



ia} 



et il reste à déterminer le rayon de courbure b du sommet du ménisque. 
Pour l'obtenir, il suffît de reprendre le calcul qui donne cette quantité 
au sommet d'une goutte de mercure. On a approximativement (n'* 1 1 ) 

- ■— 2C0S - -T log langy -f- consl. 

cl '1 l\ 

Pour o = - — ^ on a /• — /, donc 

consl. — - — 2C0S^-; — M — loglang^g ""^)' 
ainsi l'on a 

log tang • ^ - --^œs- - - -h2cos(^^ - - ) + logUing(^g - ^j. 

-- +-2 co.( -- - l-îcosî - 

e '^ ^* ^^ « e«; 

et, en supposant ç très petit, on obtient 

lang'f-iz^^; =4tang(g — yle '' *'e"; 



liyi} 
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mais, en difl'érentiant l'expression (m) de :; du n** 1 1 et n^ligeant des 
termes très petits par rapport à celui que l'on conserve, on a aussi 



\ 9. a 



^^^ ~ bsfk \fr 
dz 



/■ 



-F (^. 



Ces deux expressions de -^ doivent être égales pour une valeur de r 

moindre que /, mais peu différente de /; on ne commettra qu'une très 
petite erreur en faisant /•= /dans les deux expressions et en les éga- 
lant; on obtient ainsi 

''—i\jia *vAr/lang( - — y je " ^* *^ 

Cette valeur de v est plus exacte que la semblable obtenue (n** 11) 

pour une goutte de mercure posée sur un plan. 

En effet, soit N'AN la figure d'une telle goutte et soit B'AB {fig. 37) 




A 




la portion de sa surface qui formerait la surface barométrique, en sorte 
que l'angle du plan tangent avec la verticale est égal à 1 au point B. On 
peut obtenir un point M assez voisin de B et oii la tangente est sensible- 
ment horizontale, et la formule (a) n'a besoin d'être admise que de B 
en M. Au contraire, pour la goutte, la semblable formule doit être 
admise depuis N jusqu'en M. 

D'après ce qui précède, on a pour la dépression barométrique 



(/>) 






c'est la quantité dont il faudra augmenter les indications du baromètre. 
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30. Supposons qu'on remplace le tube barométrique par un tube 
vertical ouvert à ses deux extrémités et plongeant dans la même cuvette 

de mercure. La quantité -r- représentera l'abaissement du sommet de 

la colonne au-dessous du niveau dans la cuvette et, q étant la flècbe 

du ménisque, la quantité q 4- -j- ou le radical 



y/4«'sin^(|-ij-H^[.-cos'(^-J)][-^cos(^-ij] 

représentera la distance du contour du ménisque au plan de niveau. 
Supposons que le même tube ouvert soit plongé dans un liquide qui 
le mouille. Pour avoir l'élévation du contour du ménisque alors con- 
cave au-dessus du niveau extérieur, il faudra faire i = 77 dans l'expres- 
sion du radical précédent, et l'on aura pour cette élévation 

Soit B [fig. 38) le sommet du ménisque, CA la hauteur k du bord du 

Fîg. 38. 




ménisque au-dessus du niveau extérieur; on a CB = ^, BA = A; donc 



b étant négatif et donné par la formule 



iœ 



i 



I ;- - :; , — -, 7: ---*«'n*5 



8 



il 
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ainsi l'on aura pour la hauteur du ménisque 



2 

~b 






dont le premier terme est négatif, comme ci-dessus. 

Le volume de liquide soulevé dans le tube par la capillarité est 
(Chap. Il, n*" 3) i-ra}, plus généralement 



'î- 777- ces/', 



si l'on suppose que l'angle aigu i de raccordement ne soit pas nul; 
menons le plan tangent en B, le cylindre renfermé entre le plan tan- 
gent et le niveau est tt/^A; donc le ménisque a pour volume 

2 71 va} cos /' — r /•' //, 

A étant donné par la formule [h) changée de signe, où l'on fait 

• •/ 

OU par la formule 

31. Ce qui précède suppose que le tube est très large. Si l'on veut 
trouver la dépression du mercure due k la capillarité dans un tube 
d'un très petit rayon, on pourra appliquer la formule du n*" 14 du Cha- 
pitre II. Mais on obtiendra une approximation plus grande en se ser- 
vant des calculs des n^MSet 19 du Chapitre actuel. Pour une valeur du 
rayon de courbure h au sommet, on pourra calculer les rayons du tube 
qui correspondent à un angle donné de raccordement; par suite aussi, 
étant donnés ces rayons, on en conclura h ou la dépression h. 

Supposons, par exemple, que l'angle de raccordement du mercure 
avec le tube soit égal à /p*". Les quatre exemples calculés aux n"' 20, 

21 , 22 et 2i donneront, en y faisant ç r^ - — 4.1;" r- 45", 

I" b--\, /zzio^ôc)'», ;: — o,:i84, hz=i'xar ~6,526; 



2 a- 



2« 6.-1,38, / -=0,9^0, :: in 0,382, /< - -^1-^ — ./|,n28; 
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3" b^=zAj /=ii,3i8, :;z=i 0,519, h =z a- =1 8,268; 



a^ 



4*^ ^ = 4» /"^^ 2,227, ^=10,796, h :iiL — =i,G8i. 

La seconde colonne verticale donne le rayon du tube, la troisième la 
hauteur du ménisque et la quatrième la dépression du mercure. 

Remarquons que les formules (A) et (B) des n*"* 18 et 19 pourront 
servir également k calculer la ligure du ménisque d'un liquide dans un 
tube capillaire qu'il mouille. 

Quand le rayon du tube n'est ni très petit ni supérieur h lo""^, on 
forme alors une Table des dépressions au moyen de quadratures. 



Méthodes par quadrature pour former une Table de la dépression 

barométrique due à la capUlarilv, 

32. Il s'agit de former une Table qui fournisse la dépression baro- 
métrique, provenant de la capillarité, pour des valeurs successives du 
rayon du tube. 

Première méthode. — Laplace a indiqué une méthode par quadrature 
pour déterminer la surface du ménisque mercuriel [Connaissance des 
Temps^ 1812). Pour trouver le rayon du tube correspondant à une dé- 
pression donnée H, il prend d'abord pour le rayon de courbure au som- 
met b =^ ~' il divise le méridien de la surface en parties dont les ex- 
trémités correspondent à des valeurs de l'angle ç distantes de 4*^ et il 
remplace ces arcs par des arcs de cercle de même amplitude et dont 
chacun continue le précédent suivant la même tangente. 

D'abord, le premier arc de cercle qui commence au sommet est im- 
médiatement déterminé, puisque son rayon est b; si donc on désigne 
par ç, la valeur de 9 relative à son autre extrémité et qu'on mette l'ori- 
gine des coordonnées au sommet. Taxe des z vertical et l'axe des r 
horizontal, on aura pour les coordonnées de cette extrémité 



/•jiz: 6sincp,, ;;j = 26sin*^« 

•a 



Calculons le rayon de courbure du méridien correspondant à ce point. 



It, ^nt '^^ rav«#a •l^r •!»>art><ir*^ «tt R «Kant b l«>f^ni«far J»? U normale en 
^ point y:fta\ïi^tt a l'^ijr. û»>«i* ^^-#0:^ 



: i 2'i- 



H^tïon:^ on arc dr c^^nrle d«>nt le rayon s^/it R,. qai pa>âe par le point 
r, , j, et qrii :v>it le prolongement do prevr^ent ; noos aurons pour les 
^jfordonnee^ des points dç cet an: 

/ — /# — Kl *in^. z zrz i — Ricos^, 

A, i étant deux con?^tantes: désignons par (r^, :;^ la seconde extrémité 
4^. tj:i arc qui corresjKind as = s., nous aurons 



*, — ^1 ^:^ K|Cos^i— R| cos^j— iRiSin '^ — — siii 






formuler qui déterminent r,, :;.. On calculera ensuite le rayon de cour- 
hure R, en a: fK/int par la formule 

121 I . 

R, b a* ' r^ 

puÎH on déterminera un troisième arc de cercle, et ainsi de suite, jus- 
qu'à ce qu'on arrive à la valeur de o qui est égaie au complément de 
Tangle de la surface du mercure avec le tube. La valeur de r corres- 
pondanti5 sera le rayon du tube pour la dépression supposée. 

Quand la dépression est moindre que o"^,8, le rayon de courbure 6 
au sommet de la goutte devient trop grand pour qu'un arc de 4"" vers 
le commet puisse être remplacé par un arc de cercle. On a donc été 
obligé, dans cette partie de la courbe, de faire croître Tangle 9 de 
quantités plus petites. 

Dans cette méthode, on remplace les arcs du méridien de la goutte 
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par (les arcs de cercles osculateurs, qu'on transporte parallèlement 
bout à bout, et Ton suppose ainsi que le rayon de courbure est con- 
stant tout le long d'un arc, tandis qu'il va en diminuant. Il en résulte 
que les valeurs que l'on calcule successivement pour les abscisses r,, 
r^, r^, ... sont trop grandes et que les valeurs obtenues pour :;,, z.j^, 
:?3, ... sont trop petites; l'erreur commise sur chaque arc a donc lieu 
dans le même sens. A la vérité, après avoir calculé un des arcs de cercle 
et le rayon de courbure à la seconde extrémité, on peut, comme l'a fait 
Bravais, revenir sur le calcul de cet arc, en prenant pour son rayon la 
demi-somme des ravons de courbure obtenus h ses extrémités. Mais on 
obtiendra des résultats beaucoup plus exacts si l'on conserve les mêmes 
divisions du méridien ou beaucoup plus rapides si l'on prend des divi- 
sions plus grandes, en adoptant des arcs d'ellipse au lieu d'arcs de 
cercle. C'est surtout vers le sommet du ménisque que cette méthode 
sera avantageuse. 

33. Seconde méthode , — Divisons donc le méridien du ménisque en 
parties correspondant à des accroissements successifs de l'angle <p et 
assez petites pour être assimilées à des arcs d'ellipse. 

Nous prendrons d'abord un arc de l'ellipse osculatrice au sommet; 
les coordonnées r, z de chaque point de cet arc ont pour valeurs 

, , , a- sincj o 3*coscp 



a et li étant donnés par les formules (n" 24) 

ces valeurs correspondent à une valeur déterminée de b ou, d'après ce 
que nous avons dit, à une valeur déterminée de la dépression. Nous 
prendrons un arc de cette ellipse depuis 9 = jusqu'à une valeur 
9 = 9,, et nous aurons les coordonnées r,, z^ de l'extrémité en faisant 
o r= o, dans les équations (A). 

Considérons une deuxième ellipse, dont les axes ont la même direc- 
tion, qui passe aussi par le point (/*,, z^) et qui ait la même tangente 
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que la première en ce point, et examinons comment nous devons choi- 
sir ses demi-axes a,, p, pour qu'elle se rapproche le plus possible du 
second arc du méridien. Les coordonnées r, z de cette ellipse seront 



V^?Î cos*o -j- aj siii=^^ v^?J cos-cf' -h 3tJ sin*o 



h, k étant deux constantes. 

Nous avons les deux équations du n"^ 18 



/• coso d^ -\- sincp ^//' _ \~\-^ t\*' ^^'f 



\ 



dz ~ dr idiW^^, 



Kemplaçons-y 9 par ç, -h i, nous aurons 

/•C0s('fi-l- ^)d^ ^- siii('f^-4- ^ )(//• — ( ^ -^ T ) rdr=o, 
(cos<J^ — langcp, sin^')^/^ — (lang^pi cos^J^-v ^\\ï'^)dr — o. 

Développons les premiers membres de ces équations par rapport aux 
puissances de '}, après avoir posé 

(C) /•=:/•, 4- //,<]; -f /^,^2^-..., 

et nous en tirerons, en égalant à zéro les coefficients des puissances 

de ^, 

/•, C0SC5, 

Vi = — rv^ ' 7^1— 7it«"g?M 

r 



(o — \ I 



2r, » ~ 4- -T I — 2sniOi 



Les trois quantités/?,, y,, w, sont donc connues. 
D'autre part, si Ton développe l'expression (B) de l'abscisse r de 
l'ellipse suivant les puissances de ^, on obtient, en s'arrétant aux 
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termes en ^^, cette équation 

2; sine, a'pî C0SC5, . 

OÙ Ton a posé 

G-ni: Pî cos-<p, h aj sin'o,. 

En identifiant cette expression a (C), on obtient ces deux équations 



G' 



=--Çi 



9 



m 

^î?? Tr^' [:î?ÎCOS«'f,— aJ(l-h2C0S'cp,)] = /i,, 

pour déterminer a^, j^,. En divisant la seconde par la première, on 
trouve 

et 

g, _ ^ //, sin-o, 4- 7i tnngcp, (1-1-2 cos^cp, ) ^, 
'^^ ~ 2008*0,(7, tango,— /?,) ^'' 

Pour abréger, désignons par M le coefficient de a^ dans cette formule, 
et a^, 3^ seront déterminés par ces deux expressions 

, _ 7?(Mcos^cp,-4-sin^9,)'> 02 _ ^.^ 

a , ïjr ; ) fi , M « , . 

* M*cos*cp, ^* ^ 

92 étant la valeur de ç relative à l'extrémité du second arc, les coor- 
données Tj, z, de ce point seront données par les formules 



/'i— /•, 



a| sinp, af sincp, 



y [i[ r.os-ç>5 4- 5fî sin-cp., ^^JJJ cos^o, 4- «J sin*cp, 



. Pl_coscp, ^ pf coscp, 



On calculera de même successivement les arcs d'ellipse qui peuvent 
remplacer les arcs en lesquels on a partagé le méridien du ménisque. 

34. Bouvard a formé en 1812 une Table de la dépression dans les 
tubes barométriques, d'après la méthode exposée an n® 32; il avait 
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supposé l'angle de raccordement du mercure avec le verre des tubes 
égal à 43** 12'. 

Ed. Desains, en discutant les expériences faites par Danger sur des 
tubes barométriques de différents rayons, a trouvé que Tangle de rac- 
cordement du mercure avec ces tubes a été très sensiblement constant 
et égal à 37'' 32' [Annales de Chimie et de Physique, 3* série, t. LI). 

Suivant un Mémoire de Bravais, antérieur à celui de Desains, l'angle i 
de raccordement du mercure avec le verre dans le vide barométrique 
serait en général plus grand que dans Tair, et Ton ne doit songer à 
faire la correction de la dépression qu'après avoir déterminé cet angle 
expérimentalement pour le baromètre qu'on emploie. En se servant 
aussi de la méthode indiquée au n^ 32, il a formé une Table de cette 
dépression pour des valeurs de 1 comprises entre 75** et 42® et pour des 
rayons du tube compris entre 2""° et 10""* [Annales de Chimie et de Phy- 
sique, 3* série, t. V, 1842). Nous reproduisons cette Table ci-contre. 

Bravais a adopté pour la constante capillaire a- = 3,2G4; mais il est 
utile de remarquer qu'on ne peut pas admettre que l'angle de raccorde- 
ment s'élève de 42*" à 75®, sans que la couche superficielle du mercure 
s'altère beaucoup, ce qui devrait entraîner un changement sensible 
dans la valeur de a^. 
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Forme d*une goutte suspendue à un corj)S solide quelle mouUle, 

35. Menons au sommet de la goutte la verticale 0:; de bas en 
haut et la tangente Ox au méridien. D'après le n" 1 du Chapitre II, on 
a, pour l'équation de la goutte, 

et, si l'on désigne par b le rayon de courbure au sommet, on aura, en 
faisant 5 = o. 

Nous en conclurons, comme au n" 18, les deux équations 

rcos<pc?cpH- iin^dr— — (// — z)/ d/\ 
dz =: dr tango. 

On passe donc des formules du n*^ 18 à celles du problème actuel, 
en changeant simplement a^ en — a^. Ainsi l'on aura 

( - — A,<p*-f-A,^*4-A,<p«-i-A4cp» + ..., 

en faisant 

b b 3 6' 

A - 1 7, __ _L ^ 5 b^ 

'~ 1.2.3.4.5.6 y-À a- i44 ^* 

I , j3 b^ Gi b'^ ii83 b' 

1.2. 3... 8 i536o a* 9216 «'^ 737280* 

T> / T> b 1 b^ 

B, — b, Bj — — ;^ 4- 5 — » 

080* 

_, /; I b^ I // 

120 24 O* 24 rt 

B = - ' i, ^ ^ ^* _ .!_ ^ ^ i^ ^' . 

* 1.2. 3... 7 57G0 a* 384 o^ 921G rt* 

36. On développera 5 et r par les formules précédentes, tant qu'elles 
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seront suflisaniment convergentes; puis, comme au n^ 19, p étant la 
valeur de z pour rextrémitéde Tare obtenu, nous développerons r sui- 
vant les puissances à^'^ = z — p. 
Posons donc 



H:-/.- 



'lœ 



T' 



.2 *i>S 



/^-i-hc^m\ 



et les coefficients du développement 



(^) 



/' 



1 -h //«i ^ H- nii ï^ -h //I3 w^ -f- . . . 



seront, en désignant par <p, la valeur de <p pour z ^p. 



t'i 



C/?li==. 



cm^i^ — 



(c) 



cotç,, 
6c 



cm, — ^ 4- -L H/», 

2C 2 a* -^ 



-H 7T 



2 II 

^ c/?i, /Wj -I- ^— r/^ H 1 Hm, Wjcy, 



C/Wi 



(//i? — //îj)/* I , 1,1 

3 * 3*2 



12c 



c 
2 






//ijm,, 



Si Ton applique ces formules à partir du plus grand rayon de la 
goutte, on aura /n, = o, /= i et, par suite. 



{d) 



m^c 



m^c ^: 



__ ; 



m^c 1= 



I II I 

2C 2 a* oa' 

I II IP jP 

24c=» "^ 4rt*c* "^ 3a*c'^ 8a«' 

I II II ^ u_\ 

20 a* 



II II 

4- -7- 



60 a*c' ' 4o <3t*c 



En raisonnant comme nous avons fait n** 8, nous trouverons pour 
le volume de la goutte 



(^) 



V^a'Xsini- (l^ -^ q\\^^ 



en désignant par q la hauteur de la goutte, \ le contour et B la surface 
de la base. 

Il est utile de remarquer que, lorsqu'on aura calculé la figure d'une 
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goutte (l'un liquide, on en pourra conclure la figure d'une correspon- 
dante d'un autre liquide quelconque. En effet, d'après les formules (a), 

^ et T ne dépendent de a et h que par le rapport -• Par conséquent, à 

une goutte du premier liquide correspondra une goutte semblable du 
second liquide. 

37. Application I. — Nous allons déterminer avec une grande préci- 
sion la figure d'équilibre d'une goutte d'eau suspendue à un tube dans 
la supposition que le rayon de courbure b au sommet soit égal a 2' 

Fig. 39. — Échelle lo. 



.mai 




H- 



Faisons donc 'a- 
aurons 



= 7,5 et appliquons d'abord les formules (a), nous 



Z:rr ïï>- -f- 0,Ol67Cp*-f 0,©078cp'-f- 0,OOl63cp', 



/'zn: 



20 — Oj20' 



o,oo4oo'— o,ooo35<p''. 



Faisons 9 = -, et nous aurons 

^ 2 

5 =. 2 , 806, /' = 2 , 3 1 6 ; 
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ainsi le plus grand rayon de la goutte est 2*"",3i6. Ces coordonnées 
correspondent, sur Vàfig. 39, au cercle aa'. Pour ç = ^> on a 

x;r::z 0,625, rizi 1,478, 

ce qui correspond au cercle bh\ 

Appliquons ensuite les formules [b) et [d)\ nous aurons 

C=:^2,3l6, H:=^2,8o6 — 7,5=:— 4>^4» m,=zo, 

et nous trouverons 

/•=^ 2, 3 16 — o, 0970 C* -h 0,0222 Ç* — 0,0001 Ç*— 0,00082?*, 

dr 

--jL = — o,i94oÎ4- o,o666Ç* — o,ooo4P--o,oo4i î*. 

Nous en concluons 

Pour Ç=^ 0,5 ou -3:=3,3o6, /• 1=2,295, 

Ç=ii 3=1 3,806, /• 1=2,241, 

Ç=i,5 ^ — 4,3o6, r =12,179, 

Ç=i2 5=1 4,806, /• =12,128. 

Pour ^ = 2, la série qui donne -rp n'est pas suffisamment conver- 
gente; mais cette série est égale à — 0,121 pour ^= i,5. Appliquons 
donc les formules (6) et (c) à partir du pointe correspondant à 2^= i,5; 
nous aurons 

c»=i 2, 179, H =:4j3o6 — 7,5 =:— 3,194, cmj=i— 0,121, 
et nous trouverons 

/•=! 2,179 — 0,121 Ç-f o,oi52i*-f- 0,0272 C 

dr 

-rr =1—0,121 4-o,o3o4î4-o,o8i6ï*; 

a? 

d^r 

—— =zo,o3o4-l- o, 1632Ç. 

La première dérivée est nulle sur le cercle de gorge et pour 

Ç=r:i,o5, 5=1 5,356, /• = 2,100, 
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et la seconde dérivée est nulle au point d'inflexion pour 

ï=zz — 0,l86, w:iz:4,I20, /•=:2,202. 

Appliquons les formules {b) et {d) à partir du cercle de gorge dd'; 
nous aurons 

C =: 2 , I OO, H — — 2 , 1 44» <^'ff^l = <>) 

et ensuite 

/•iin 2, loo -i- 0,095 î* -H 0,0222 î^ — o,ooi6î*. 

Pour vérifier cette formule, employons-la à la détermination d'un 
point déjà obtenu et faisons ^ = — o,55, ce qui correspond a z = 4>8o6, 
et nous retrouvons en eff*et r= 2,128. 

Pour ^ = 0,55 ou 5 = 5,906, nous obtenons /•= 2,129. 

Enfin, calculons le volume de la goutte jusqu'au cercle de gorge, 
d'après la formule {e); nous ferons 



ik 



</=:z5,356, £=!-> X=:27rX2,I, B:^7r.2,l', 

mm 

et nous trouverons 

¥ = 69"°»% 26; 

ainsi son poids est de 69™«5% 26. 

38. Application IL — Résolvons la même question dans la supposi- 
tion que le rayon de courbure b au sommet de la goutte soit égal a 
i*""',75. Depuis le sommet jusqu'au plus grand cercle de la figure, 
nous appliquerons les formules (a), qui deviennent 

z 1=0,8750*— o,oo6tp*4- 0,0026©' -h o,ooo4îp', 
/• :=! I , ^50 ^ — o , 2o3 o' — o , oo3 1 cp* — o , ooo5 ç' ; 

et nous en déduirons 

Pouro^ijj ;;-:=o,538, /• — 1,275, 

P0Ur<f=::-> ,31=2,176, /• =11,920, 

mm 

ce qui correspond, sur Vàfig. 4o> ^^ux cercles bb' et au. 
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17^1 



Appliquons ensuite les formules (/yj et [d) nu-dessus du retrle (Ui'\ 
nous obtiendrons 



r=: 1,920 — o,i66s* \ OjO'Jîv/i î'- o,f>o4î^ » r>,oo'4/|!;% 



dr 



- .,^ " — 0,332 ï M o,r>(>GO;*- 0,01 f>î' ♦ 0,0 140 ï*, 



et, pour ?^.-= 1,3, 



/•:- I,r)80, 



dr 



0,320, C 'îf^l/O. 



Pig, 4^1. — fjtMlt to. 



, 






\ 
\ 



w^ . m^^* ^^ ^ * 



»... .f. 



\ 



\-.. 







r -rv*r; -", >^>: -^.-//^r ^''/•.r»< 



^ 
^ 



-— . --. . ;•%>-, -, r w ^ ■% ( '^* r^ 



•h:, •»a "U.*»!!: , -: '*., 



» ■ »^ 






■-..v>*^ ^ 



\ ^. 
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Nous aurons ensuite 

et, pour 'C= o/î, 

/•r3r,4.io, -7?^— — o.ioi, j— 4,1711; 

puis 

et, pour ^ =r 0,5, 

«^ dr , 

Enfin, à partir de ce dernier point, nous aurons 

r =: r ,367 — o, I r^!; — o, 1 13^-^ o,o35r» 

Cette dérivée est nulle pour ^ = o.43* oe qui correspond au cercle 
de gorjçe dit. Ainsi l'on a sur ce cercle 

r^= 1,341, j^i 5,106. 

En comptant la coordonnée verticale ^ ii partir du cercle de gorge, 
on a encore 

r — 1 ,341 -J- o. 149?— o.oîîî^T* — 0,0375;^. 

ï>a hauteur de la goutte jusqu'au cercle de gorge est donc 9= 5, 206, 
et, en appliquant la formule (^), on trouve 44"*% 18 pour le poids de 
la goutte. 

On doit remarquer que la hauteur de cette goutte diflère peu de celle 
de la précédente, mais que le cercle de gorge et le volume sont deve- 
nus beaucoup moindres. 

39. Application III . — Résolvons ensuite la même question dans la 
supposition que le rayon de courbure h au sommet de la goutte soit 
égal à i"*"',5. Nous aurons d'abord, d'après les formules (a), 

z z=z 0,7000* — o,02o3ç*-f-o,ooo6©*-i- 0,0000.55', 
r=i,5ooo — 0,19380' — 0,0006 5* -h 0,000075'. 
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En faisant <p = -> nous aurons, sur le plus grand parallèle de la 
goutte, représenté sur lay?^. 4i par aa', 

Z =z 1 ,788, /• ir: 1 , 600. 
Fig. 4». — Échelle 10. 




Ensuite, d'après les formules {b) et (rf), on obtient 



/•=:l,600 — 0,239?*-+- 0,022 Ç*— 0,0Ilî*-*-0,005C*, 



— 0,478c -ho,o66Ç*— o,o44Ç*H-o,o25ÇS 



et, pour 2^ = 1, on a 



dr 



/•=:i,377, -^^ — 0,431, 5 — 2,738. 

Au delà de ce point, nous appliquerons la formule 



/'=: I ,377 — 0,43lî — 0,192^*4- 0,0262c', 

clr_ 



— o,43i —o, 384? H- 0,0786c*, 



et, pour ^ = 0,75, nous aurons 



dr 
/•=: 0,964, ^ = — 0,629, -3 = 3,488. 



23 
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A partir de ce point, nous emploierons la formule 

/• 1=0,964 — 0,629c H 0,008^*4-0, 164 s% 

et nous aurons, en faisant ^ = o,32j, 

dr 
/•=:i:o,767, -7^^^ — 0,555, -3=;3,8i3. 

Nous aurons ensuite 

/•zz> 0,767 — o,ô55C -r o, 286^^4- 0,248^*, 
et, pour ^ — 0,2, 

dr 
'• = 0,667, ^^— — o,/|3i, -3z=4,oi3; 

puis 

/•i::io,667 — 0,43 iC -+-0,3732;* 4- o,i99ÏS 

et, pour ^ = 0,2, 

dr 

/•=i:0,598, ^=zi— 0,258, -3=:4)2l3. 

Enfin nous aurons 

/•izio,598 — o,258ï4- o,466î*4- o,ii4ï*, 

dr 

-j^-— — o,258 4- 0,982 î 4- 0,342 î% 

"s 

et cette dérivée est nulle pour ^ = o,25. Ainsi l'on a pour le cercle de 
gorge marqué sur la figure par dd\ 

/• = 0,565, 5=i4>463. 
On aura, pour le volume de la goutte terminée au cercle de gorge, 

V izi 2 TT X o , 565 .a* — 1: . o , 565* x 5 , 687 =1 2 1 , 074 ; 
on en conclut que son poids est 2i™ei'^o74. 

40. Application IV. — Passons au cas oîi le rayon de courbure au 
sommet de la goutte est b = 1»"*". Nous aurons d'abord 

<3 =1: o , 5 ^* — o , 029 np^ 4- o , 0003 îp® 4- o , 00002 ^' 4- . . . , 

/•rz: cp — O, l5oO©^4- 0,0035<p'4-0,00025<p'4-. . ., 
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et, pouro— -> nous obtenons 



^izi 1,0^9, / ==1,029; 



ce qui correspond au plus grand cercle aa' de \^Jig* 4^ 



Fiff. /|3. — Échelle 10. 




Nous avons ensuite 



/• = 1,029 — 0,4^3;^ -4- 0,022;^— o,o6CC*"h 0,0176;^, 



et, pour ^ = 0,6, 



dr 
r = 0,867, 77?=^ — 0,554, ^=1,659, 



^79 



7? A partir de ce point, nous avons 



r = 0,867 — 0,554? — o, i35î'— o,oi6î;\ 



et, pour ^ = 0,3, 



/- = 0,689, 






— 0,689, ^ "^ ' '9-^9' 



3** Nous aurons 



/• = o , 689 — o , 689 î - o , 43 1 Ç* -î- o , o5 1 C, 



et, pour ^ = 0,25, 



dr 



r T-- o,5o8, —^ = 



-o,844» -3 -=2,209. 
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V Nous obtenons 

/• — o,5o3-o,8iU- 0,208 C» 4- 0,843 î', 



et, pour ^= 0,25, 



/•ru 0,292, ^= — 0,790, :?-_ 2,459. 

5** Nous aurons enfin 

/• =10,292 — 0,790^4- i,o5iÇ« 4- 2,427 c», 
dr 

jp— —0,790 4- 2,I02Î 4- 7,28lÇ*. 

Cette dérivée est nulle pour ^ = 0,214. Ainsi l'on a, sur le cercle de 
gorge marque sur lay?^. 4^ par dd\ 

/• 1=0,195, .:;— 2,673. 

En comptant ^ à partir du cercle de gorge, on aurait encore 

/• — 0,195 4- 1 .742 ç* 4- 0,022 î» — 1 , 126C*. 
On trouvera ensuite, pour le poids de la goutte, le nombre 

7"S'',7i6. 



Figures d*une goutte suspendue à un tube et en équilibre stable. 

41. Si nous coupons une des y?^. 39, 4o» 4i et 42 au-dessous du 
cercle aa' par une section circulaire et horizontale, la partie située au- 
dessous représentera la figure d'équilibre d'une goutte suspendue à 
un tube vertical. 

En prenant cette section suivant le cercle aa\ on aura les figures de 
gouttes d'eau en équilibre attachées à un tube dont la section exté- 
rieure sera aa\ lorsque le plan tangent le long du bord fait avec l'ho- 
rizon le plus grand angle, c'est-à-dire un angle droit. 

En prenant ensuite, par exemple, les parties situées au-dessous du 
cercle bb\ on aura les figures de gouttes d'eau, suspendues à un tube 
dont la section est bb\ lorsque le plan langent le long du bord de la 
goutte fait un angle de 4^" î^vec l'horizon. 
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Ce sont les figures que nous avions assimilées dans une première 
approximation à une portion de sphère (Ghap. III, n"3I). 

Sur le développement en série (/i*' 36) de la /onction r 

suis^ant les puissances de ^. 

42. La fonction r satisfait à l'équation différentielle 

et nous nous proposons de déterminer les points critiques de cette 
fonction de X,, afin de savoir dans quelles limites elle est développable 
suivant les puissances de ^ 

11 est d'abord aise de voir que le sommet de la courbe qui a pour 
coordonnées (a: = o, s = o) est un point critique et que la fonction est 
développable à partir de ce point en une série de la forme 

i 1 A 

/•m: A, 5*4- Aj 5* 4- A3 5* H- 

On a aussi un point critique correspondant à 



( 



dry 



En effet, aux environs d'un tel point, le second membre de l'équation 
(A) est très petit en comparaison des termes du premier membre, et 
cette équation se réduit sensiblement à 






'^H.'-^(S)>^- 



Intégrons cette équation, et, en désignant par G et G' deux constantes 
arbitraires, nous avons 



/• = ;^\e ^ -H e ^ ), 
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et, puisqu'on doit avoir, si l'on suppose le point à l'origine des coor- 
données, 

dr 

-p ~± i pour ç — o, 
en faisant i - V— i, il en résulte 



C ~ ~ 2 '' 



m 

et la valeur de r devient, pour la même valeur de C, 

/• — C COS - rrz O. 
2 

dr 

On a ainsi deux points doubles, pour lesquels -^r = dr /, et, en dési- 
gnant par a et p deux quantités réelles, on peut représenter les coor- 
données de ces deux points par 

5 = a 4- pi, 7=0, 

Zrrr. 7, — p /, /' -m O. 

L'expression (B) de r peut s'écrire 

C« 
i 



.e^ — e ^ 



OU, en changeant C en - 



C» • s 



Nous pouvons prendre cette expression pour le premier terme d'un dé- 
veloppement et poser 

(C) / izzC/sin^ -f- D sin'^^, 4-Esin«^, +Fsin"^^ -h.... 

Vi vj Vi Li 

Si ^ a un petit module, on peut remplacer dans (A) ^ par son dévelop- 
pement suivant les puissances de sin^r» 



C( smrr ~h ^ sm'r^ -h. . . 1, 
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et en prenant le radical du second membre de (A) avec le signe ±, 
puisqu'il s'annule en ce point, on aura, si Ton désigne par A' la valeur 
imaginaire 











b 


a ~ 


-?^ 


que 


prend h 


en ce 


point. 




- -H 

- -h 


II' O 
a^ lo 

C*(//'4-C) 

i8a* 








56 F 


-hiGD- 


-+- 


I5//CD/ 



et il est aisé de voir qu'on obtiendra, pour tous les coefficients de la 
formule (C), des valeurs finies et déterminées. 

43. Si Ton fait c = o et cm, = i dans les expressions données au 
n*^ 36 pour les coefficients du développement 

/• =: c -h C//Ji î H- C//J2 î* -H . . . , 

on aura /— o, et Ton voit que tous les coefficients se présentent sous 
la forme -; ils sont cependant déterminés. En effet, nous avons re- 
marqué que la série (C) a tous ses coefficients finis et déterminés. 

r 
Remplaçons sin -^ par son développement, et nous aurons 

_^. i V ( i ^\r^ . 

'-^' C* 1.2.3"^ V2.3.4C*"*"CV^ "'"•••• 

44. La fonction r n'a pas d'autres points critiques. Si donc on pose 

z =z u -h vif 

et qu'on regarde w, s^ comme les coordonnées rectangulaires d'un point, 
la fonction r sera développable à partir du point [u =y?, v = o), sui- 
vant les puissances de ^ = 5 — /?, dans l'intérieur d'un cercle décrit de 
ce point comme centre, de manière qu'il ne renferme pas les points cri- 
tiques. 
Dans l'application IV(u*'40), on a, pour le cercle de gorge, :;= 2,673 et. 
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à très peu près, pour les deux derniers points criliijues, 3=3,673 ±o,3i. 
Il en résulte que les développements de /■ sont peu convergents dans le 
haut de la goutte. Dans l'application 1 (n"37) jiu contraire, le méri- 
dien de la surface de la goutte s'éloignanl beaucoup de l'axe sur le 
cercle dégorge, on comprend facilement que la même série soit très 
convergente sur tout l'arc ad. 

On s'explique de la même manière pourquoi, selon ce qui a été dit 
{n" 26), la série analogue relative à une goutte de mercure est très con- 
vergente au-dessous de son [ilus grand |)aiallèle, dès que le rayon de 
ce cercle surpasse 3""". 

Compte-gouttes . 

45. Quand une goutte se forme à l'extrémité d'un tube capillaire ver- 
tical, adapté au fond d'un vase, pour ensuite tomber, elle grossit peu à 
peu, puis s'étend au delà du rayon du tube; enfin elle se creuse. Elle 
afiecte finalement les figures complètes dont j'ai calculé plusieurs cas 
dans les n"' 37 à 40 ; alors elle se rompt sur le cercle de gorge, dont 
le rayon diffère très peu du rayon de la section extérieure ou intérieure 
du tube, suivant que la goutte est attachée au cylindre extérieur ou 
intérieur. 

Bien que la goutte, avant de se détacher sur le cercle de gorge, 
prenne une ligure d'équilibre instable, on ne peut cependant consi- 
dérer l'ensemble formé par la goulle et par le liquide du vase et du 
tube comme un système en équilibre. C'est pour cette raison que la 

quantité désignée au n" 36 par — H = ^^ y ne représente pas la 

hauteur du niveau du liquide du vase au-dessus du cercle de gorge. La 
hauteur de ce niveau n'altère pas la forme de la goutte; quand cette 
hauteur croit, la vitesse de l'écoulement est seulement augmentée. 

En supposant même le vase d'une longueur indéfinie, la vitesse d'é- 
coulement ne sera pas uniforme. Au moment où la goutte se creuse, il 
se produit une traction capillaire de dedans en dehors, qui accélère la 
descente du liquide du vase. 

La théorie que je viens d'expliquer est confirmée par les expériences 
de Dupré. En efi'et, d'après les calculs que j'ai faits ci-dessus sur les 
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figures des gouttes prêtes à se détacher, il résulte que, si le diamètre 
du tube capillaire est, en millimètres, 

0,89, 1,1 3, 9. ,68, 4, 9.0, 

les poids des gouttes sont respectivement, en milligrammes, 

7,716, îîi,o7/i, 44,18, 69,26. 

Or Dupré a trouvé par l'expérience (Dupré, Théorie mécanique de lâcha- 
A^wr, Chap.IX) que, pour les diamètres 

oim moi nioi mm mm mm mm mm mm mm 

0,2, 0,52, i,i5, 2,i5, 2,262, 3,04, 4,0^» 4)445, 5,12, 10,435, 

les poids des gouttes sont, à la température de 25^, en milligrammes, 

4,20, 12,4, 21,9, 35,1, 4o»8, 5o,o, 65, o, 70,0, 76,5, 85,6, 

et les nombres que j'ai trouvés s'accordent bien avec ces derniers. 11 
faut remarquer que les diamètres donnés par Dupré sont ceux des tubes 
et que les diamètres que j'ai calculés sont ceux des cercles de gorge de 
la goutte; mais, par cette comparaison même, on voit que les seconds 
diamètres doivent différer très peu des premiers. Il est aussi utile de 
dire que Dupré déclare qu'il aurait pu arriver à une précision plus 
grande, s'il avait pu consacrer plus de temps à ses expériences. 

46. Hagen a employé le premier le compte-gouttes pour comparerles 
tensions superficielles. On place le liquide à essayer dans un vase muni 
d'un tube capillaire par lequel il s'échappe par goutte, et l'on admet 
que les poids de deux gouttes de deux liquides différents, tombant de 
cet appareil, sont proportionnels à leurs tensions superficielles, ou, ce 
qui revient au même, que les volumes de ces deux gouttes sont pro- 
portionnels aux constantes capillaires d^ et a'^ de ces liquides. Hln fai- 
sant donc couler par gouttes un même volume des deux liquides et dé- 
signant par n et n le nombre des gouttes fournies par chacun, nous 
aurions 
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Le rapport de - à tt a respectivement pour valeurs 

(?) 0,399, o,4oo, o,58o, 0,678. 

Si ce rapport était constant pour un même liquide, il le serait aussi 
quand on passerait d'un liquide à un autre, car chaque goutte du premier 
liquide a sa semblable dans le second liquide (n^* 35), et si R était le 
même dans deux gouttes de ces liquides, r^ le serait aussi. Les nombres 
(P) étant différents, cette propriété n'a pas lieu. Toutefois, comme ces 
nombres ne varient pas rapidement, on comprend qu'on puisse obtenir 
une certaine approximation, en déduisant a'^ de la formule (a), pourvu 
que le rapport plus grand que l'unité des deux nombres a^, a'^ ne soit 
pas trop grand. 

47. Montrons comment on pourra vérifier si le compte-gouttes ainsi 
appliqué donne un résultat suffisamment approché. 

Supposons que le premier liquide dont la constante capillaire est 
a^ soit l'eau, et concevons qu'on ait fait les calculs des n^* 37 à 40 
pour un plus grand nombre de gouttes d'eau, en sorte qu'elles ne dif- 
férent successivement que par petits degrés. Connaissant le volume V 
de la goutte d'eau qui tombe de l'appareil, nous pourrons en conclure 

par interpolation, et nous n'avons pas besoin d'admettre que R soit le 
rayon du tube. Au moyen de la formule (a), nous calculons a ^ approxi- 
mativement et nous connaissons V exactement par l'expérience. 

Pour la valeur a* de l'eau, construisons la courbe qui a pour abscisses 
les quantités b et pour ordonnées correspondantes les quantités R. 

Pour la valeur trouvée pour a'% construisons la courbe analogue à 

la précédente, ayant pour abscisses b'=b— et pour ordonnées 

h' 

R' = R~. 

o 

Dans cette seconde courbe, prenons l'ordonnée égale à la valeur R 
du cercle de gorge des deux gouttes ; l'abscisse correspondante b' sera 
le rayon de courbure au sommet de la goutte du second liquide. 

Considérons la goutte d'eau semblable dont le rayon de courbure au 
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soiuiuet est b^ — b'-j, ei soit V, son volume. Le volume V de la goutte 

liquide doit être égal à tt V, — — V,. Si celle égalité n'a pas lieu à 

1res peu près, c'est que a'^ a été mal calculé au moyen de la for- 
mule 3t). 

Dans ce cas, en augmentant ou diminuant a'^ et reprenant la même 
méthode, on pourra parvenir à corriger le premier résultat trouvé. 

On peut remarquer que, dans celle recherche, R n'est pas supposé 
égal au rayon du tube; mais ce qui est plus exact, on le suppose égal 
au rayon du cercle de gorge, qu'on regarde comme le même pour les 
deux gouttes des deux liquides, qui tombent du même appareil. 



Fix 
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